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Abstract 



In the thesis we analize different problems related to the supersymmetric extension of the 
Dirac-Born-Infeld action. In chapter 2 we introduce the DBI action and show how it ap- 
pears in string theory, we discuss also it's connection with Dp-branes. Chapter 3 is a self 
contained introduction to supersymmetry, with emphasis on BPS states. In chapter 4 we 
construct the N = 2 supersymmetric extension of the Born-Infeld-Higgs in three space-time 
dimensions and discuss it's BPS states and Bogomol'nyi bounds. In chapter 5 we construct 
the N — 1 supersymmetric extension of the non-abelian Born-Infeld theory in four space- 
time dimensions. Chapter 6 deals with the analisis of BPS and non-BPS solutions of the 
Dirac-Born-Infeld action and their interpretation in superstring theory. Chapter 7 is devoted 
to the conclusions. Three appendix complete the work. 
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Chapter 1 
Introduccion 



La motivation original de Max Born y Leopold Infeld al formular la teoria hoy conocida como 
de Born-Infeld fl[]-|§ fue la de atribuir, a nivel clasico, un origen electromagnetico a la masa 
de las particulas conocidas hasta ese momento, mediante una modification de las ecuaciones 
de Maxwell. La idea basica era considerar a las particulas de materia como singularidades 
del campo, de manera que la notion de masa pudiera expresarse en terminos de la energia 
de la configuration de campo (masa electromagnetica). En lenguaje moderno, Born e Infeld 
querfan ver aparecer a las particulas como solitones del modelo. En realidad no lo lograron: 
la solution que presentaron, hoy llamada Blon, es una solution con fuentes (a diferencia del 
caso solitonico) de las ecuaciones de movimiento. 

La observation hecha por Born e Infeld, que condujo a postular una action, se baso en una 
analogfa con la relatividad especial, donde el imponer una cota maxima para la velocidad, 
fuerza a reemplazar la action de Newton para la partfcula libre, por la action relativista. 
Aplicando una condition analoga en relation con una nueva constante basica (3, reemplazaron 
la action de Maxwell por una que hoy lleva sus nombres. La constante dimensional (3 esta 
relacionada con el valor maximo (finito) que puede tomar el campo electromagnetico. Esto 
conduce, al calcular la energfa de la solution, a un resultado finito. En la propuesta de Born 
e Infeld para interpretar al electron, la masa tenia origen electromagnetico, y se resolvfa el 
problema de autoenergia infinita. 

El descubrimiento del neutron mostro que la masa no estaba indisolublemente ligada 
a la carga Q. Las dificultades encontradas en la cuantificacion de la teoria y el exito 
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de la electrodinamica cuantica desarrollada por Dyson, Feynman, Schwinger y Tomonaga, 
provocaron el olvido de la teorfa de Born-Infeld por aproximadamente 50 anos. Recien en 
los anos '80 se la vio resurgir en el contexto de la teorfa de cuerdas. 

La supersimetrfa nacio del estudio realizado por Y. Gol'fand y E. Likhtman de las algebras 
de Lie gradadas [j|]. Este tipo de algebras de Lie hace aparecer, ademas de los conmutadores 
usuales, ant iconmut adores entre algunos de los generadores del algebra. Independientemente, 
J. Wess y B. Zumino [|5| concibieron la idea de la supersimetrfa al generalizar a d = 4 la 
supersimetrfa del modelo de cuerdas bidimensional de Ramond-Neveu-Schwarz. 

Desde un punto de vista algebraico la supersimetrfa consiste en extender el algebra 
de Poincare mediante el agregado de generadores espinoriales-fermionicos Q (cargas su- 
persimetricas) jj-jllll. La presencia de estas cargas conduce a que toda representation 



irreducible cuente con igual numero de estados bosonicos y fermionicos. El teorema Haag- 
Lopuszanski-Sohnius E2| muestra que la maxima simetrfa unitaria que puede tener una 
teorfa en interaction, es el producto directo de una simetrfa de gauge por el grupo generado 
por el algebra de super-Poincare, pudiendo contener este, en general, N cargas espinoriales 
(supersimetrfa extendida). 

En principio, la motivation para el estudio de las teorfas supersimetricas es puramente 
teorica. Sin embargo, han sido intensamente estudiadas pues presentan interesantes propie- 
dades formales. En particular, tienen un comportamiento UV mejorado debido a la com- 
pensation de divergencias de las contribuciones bosonicas y fermionicas (en ciertos modelos 
N > 1 es posible mostrar que las contribuciones perturbativas se anulan a partir de cierto 
orden). La invarianza supersimetrica impone fuertes vfnculos en la construction de posibles 
modelos, pudiendose en ciertos casos hallar completamente la action efectiva Wilsoniana 
de la teorfa [|L|]. Desde un punto de vista fenomenologico, la incorporation de la super- 
simetrfa al modelo estandar mejora el comportamiento de las constantes de acoplamiento 
con la energfa permitiendo la formulation de teorfas de gran unification. 



Es sabido que en ciertos modelos bosonicos [p^4l-|117|,[p^|- [p!9[| es posible encontrar solu- 
ciones a las ecuaciones de segundo orden de Euler-Lagrange considerando ecuaciones de 
primer orden, conocidas como ecuaciones BPS (por sus descubridores E. Bogomol'nyi, M. 
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Prasad y C. Sommerfield) . El metodo estandar para obtener tales ecuaciones consiste en 
reescribir la expresion para la energfa de una configuration de campo de manera que quede 
acotada inferiormente por una cantidad que tiene caracter topologico. Las configuraciones de 
campos que saturan tal cota satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange como asi tambien 
las ecuaciones de BPS. A nivel clasico las soluciones de estas ecuaciones corresponden a 
multi-solitones o instantones p0| . 

Esta estructura se reinterprete al aparecer en la extension supersimetrica de dichos mod- 
elos, donde permitio ademas hacer predicciones exactas acerca del espectro cuantico de la 
teoria. En efecto, estudiando teorias supersimetricas donde el vacio es degenerado y en 
las cuales existen cargas topologicas no nulas (solitones) se observo que las 



extensiones centrales admitidas por el algebra supersimetrica tienen lugar en los modelos, 
en terminos de las cargas topologicas. La presencia de extensiones centrales en el algebra 
super-Poincare se indentifico entonces con la existencia de cargas topologicas en la teoria. 

Esta observation permitio demostrar que la cota de Bogomol'nyi, mencionada mas arriba 
a nivel clasico, es valida a nivel cuantico, tomada como valor de expectation sobre cualquier 
estado fisico, como consecuencia de la unitariedad de la teoria. Estudiando las representa- 
ciones irreducibles del algebra supersimetrica se mostro que los estados que saturan la cota, 
conocidos como estados BPS, o sea estados cuya masa es igual a su carga topologica, pre- 
sentan la propiedad de ser invariante frente a algunas de las cargas supersimetricas y de 
mantener a nivel cuantico la igualdad entre masa y carga. Las ecuaciones BPS aparecen 
entonces de imponer que dichas cargas sean nulas sobre el estado BPS (se Hainan estados 
|, . . .-BPS a los estados que son invariantes frente a |, j, . . . del numero total de super- 
simetrias). Las cargas no nulas actuando sobre el estado generan el resto de los estados del 
multiplete supersimetrico. 



La teoria de cuerdas [^] tuvo su origen en un intento de describir las propiedades de 
las interacciones fuertes mediante la construction del modelo resonante dual. Experimen- 
talmente se observaba una enorme proliferation de hadrones (resonancias hadronicas) que 
parecian tener espines indefinidamente altos. Una ley muy simple que relacionaba la masa 
con el espin (trayectorias de Regge). Rapidamente, sin embargo, quedo claro que la con- 
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sistencia del modelo resonante dual, luego reconocido como proveniente de la cuantificacion 
de una cuerda relativista, predecfa un conjunto de particulas no masivas que no inclufa a 
la partfcula pseudo-escalar necesaria en el lfmite quiral de las interacciones fuertes (pion). 
Este hecho, sumado a un decaimiento exponencial (en lugar de la observada ley de poten- 
cias) para las secciones eficaces de alto momento transferido, dejo en claro que las teorias 
de cuerdas no podian dar una descripcion acabada de las interacciones fuertes. Entre 1973 
y 1974 una teoria de campos, la cromodinamica cuantica, emergio como alternativa para la 
descripcion de las interacciones fuertes explicando, entre otras cosas, el comportamiento de 
ley de potencias para las secciones eficaces. 

Abandonada transitoriamente para describir las interacciones fuertes, aparecieron nuevas 
motivaciones en otros ambitos para estudiar la rica estructura de las teorias de cuerdas. Su 
excelente comportamiento UV, la presencia de un estado no masivo de espin s = 2 (que 
podria asociarse con el graviton) y la consistencia de la teoria para d > 4, sugirieron estudiar 
a la teoria de cuerdas como una posible teoria cuantica donde se encontrarian unificadas 



todas las interacciones conocidas incluyendo la gravedad |2q| . El analisis de consistencia de 
la teoria requirio la introduction de la supersimetria. Con esta estructura adicional, la teoria 
nacida de los modelos duales paso a llamarse teoria de supercuerdas. 



Paralelamente a los estudios anteriormente citados Alexander Polyakov [27] formulo la 
teoria de cuerdas en terminos de integrales funcionales, lo que permitio interpretar los an- 
tiguos resultados de consistencia de los modelos duales. Fue a partir de esta ultima for- 
mulation que la action de Born-Infeld reaparecio en nuestros dias. En efecto, usando el 
formalismo de Polyakov, E. Fradkin y A. Tseytlin obtuvieron la action de Born-Infeld como 



action de baja energia para los modos vectoriales de la teoria de cuerdas abiertas |28 



]. Con condiciones de contorno de Neumann para los extremos de la cuerda acoplada a 
un campo de gauge abeliano, la action de Born-Infeld se obtuvo en la aproximacion a orden 
arbol (de la teoria de cuerdas) y en el lfmite de campos electromagneticos cuasi-constantes 
(despreciando derivadas de F^ u ). 

Posteriormente, la action de Born-Infeld fue obtenida mediante el metodo de campos de 



fondo, "background fields method" [30]. En este ultimo trabajo se la obtuvo acoplando una 
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cuerda bosonica abierta, con condiciones de contorno de Neumann, a un campo abeliano de 
gauge y exigiendo invarianza conforme de la teorfa (nuevamente en la aproximacion a orden 
arbol para la teorfa de cuerdas y en el lfmite de campos electromagneticos cuasi-constantes). 
La invarianza conforme implica la anulacion de las funciones beta (Callan-Zymanzik), las 
cuales dan ecuaciones de movimiento para F^ u . A partir de estas es posible derivar una 



accion efectiva, que coincide con la de Born-Infeld obtenida en ||28|| . Lo notable de ambos 
calculos es que el resultado obtenido es exacto en a', al orden calculado. 

En 1989, estudiando la teorfa de cuerdas bosonicas compactificada toroidalmente, se 
concluyo |3]J que la teorfa de cuerdas deberfa contener objetos macroscopicos extendidos en 
p-dimensiones espaciales. Se llamo a estos objetos Dp-branas y se determino que interactua- 
ban en el lfmite de bajas energfas con cuerdas abiertas y cerradas. Inmediatamente, usando 
la tecnica de campos de fondo, se dedujo en |32| la accion efectiva para los modos no ma- 
sivos (provenientes del sector de cuerdas abiertas) de estos objetos "solitonicos" . La misma 
se obtuvo pidiendo invarianza conforme a una teorfa de cuerdas abiertas con condiciones de 
contorno mixtas Neumann-Dirichlet para los extremos de las cuerdasQ. El resultado que se 
obtuvo para (p+l)-coordenadas X M con condiciones de Neumann y (26-(p+l))-coordenadas 
X % con condiciones Dirichlet fue la accion de Dirac-Born-Infeld en (p+l)-dimensiones. En 
el caso super simetrico (teorfa de supercuerdas) , la dinamica de bajas energfas para la Dp- 
brana contiene entonces en su parte bosonica 10-(p+l) campos escalares (modos de Dirichlet) 
que se interpretan como las oscilaciones de la Dp-brana sumergida en el espacio-tiempo 10- 
dimensional, junto con un campo de gauge contenido en el volumen de mundo de la Dp-brana 
(modos de Neumann). 

La importancia de estos estados para la teorfa de supercuerdas no se advirtio hasta que 
Joseph Polchinski descubrio que estaban cargados frente a ciertas (p+l)-formas contenidas 
en la teorfa [53|-|ff4f . El calculo mostro que las Dp-branas son objetos no perturbativos que 
satisfacen una generalization de la igualdad entre masa y carga. El trabajo de Polchinski 
mostro tambien que las Dp-branas son un nuevo tipo de solitones de la teorfa de cuerdas. En 



*E1 formalismo traditional fijaba condiciones de Neumann en los extremos de la cuerda, debido a que 
son invariantes de Lorentz. Las condiciones de Dirichlet para los extremos de la cuerda no son invariantes 
Lorentz, lo cual es natural si estamos en presencia de un soliton. 
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particular, su tension ( "masa" ) es inversamente proporcional a la constante de acoplamiento 
de las cuerdas T ~ 1/g (a diferencia de los solitones usuales cuya masa M ~ l/g 2 ), y que 
admiten una descripcion muy simple y exacta como hipersuperficies donde pueden terminar 
cuerdas abiertas. Las Dp-branas son los estados de la teoria cargados respecto de (p+1)- 
formas y debido al trabajo de R. Leigh p2 |, la dinamica de bajas energias esta dada por 
la accion de Dirac-Born-Infeld. Es posible ver que ciertas soluciones clasicas solitonicas 
halladas en el contexto de SUGRA+SYM corresponden a la descripcion macroscopica de 
una superposition de Dp-branas . 

En 1995 Edward Witten |36| mostro la necesidad de extender, en el contexto de D-branas 
superpuestas, la accion de Born-Infeld al caso no abeliano. En la citada referenda se mostro 
que al superponer M Dp-branas el espectro no masivo se modifica de manera tal que la accion 
efectiva para la configuration debe ser descripta por una teoria de gauge con grupo U(Af). 
Dado que la accion de bajas energias para una Dp-brana es la accion de Dirac-Born-Infeld, 
es natural conjeturar que en el caso de TV Dp-branas, la teoria efectiva sera la generalization 
no abeliana de la teoria de Dirac-Born-Infeld con grupo de gauge U(N). En el contexto 
de supercuerdas es entonces importante tener una definition para la accion no abeliana de 
Born-Infeld ya que brindaria la posibilidad de estudiar el lfmite de bajas energias de un 
conjunto de D-branas superpuestas. Esta definition debe ser compatible con supersimetria. 

Con el trabajo de Polchinski |33| en mente y basados en argumentos debidos a Andrew 
Strominger |37[|, Curtis Callan y Juan Maldacena estudiaron soluciones clasicas de la accion 



de Dirac-Born-Infeld [38|. Las soluciones las hallaron usando argumentos BPS (ver cap. 0) 
y correspondian para la teoria (p+l)-dimensional, al potential coulombiano de un electron 



puntual junto con la excitation de un campo escalar. Computando la energia []38| interpre- 
taron desde la perspectiva de la teoria de cuerdas al electron en el volumen de mundo de 
la Dp-brana como la intersection de una cuerda fundamental con la Dp-brana. La autoen- 
ergia infmita de la solution se debe a la extension semi-infinita de la cuerda que intersecta 



la Dp-brana. Simultaneamente al trabajo anterior, Gary Gibbons [|39] encontro las mis- 
mas soluciones, mostrando como las soluciones BPS separan naturalmente dos familias mas 
generates de soluciones. 
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Con el objeto de validar la imagen de Polchinski respecto de las Dp-branas, en [E3] se 



investigo la propagation de una perurbacion normal tanto a la cuerda como a la D3-brana 
para una solution de fondo de tipo BPS. El resultado obtenido fue el esperado, esto es, la 
condition efectiva para la cuerda sujeta a la brana es del tipo Dirichlet. Posteriormente, 
en 



40] se construyeron soluciones no-BPS electricas para la accion de DBI y se discutieron 



tambien soluciones BPS magneticas. Un estudio detallado de las soluciones BPS dionicas 



fue presentado en ET 



Los trabajos descriptos en esta tesis tratan de dar respuesta a algunos de los proble- 
mas discutidos mas arriba. Asf, en el capitulo [| construiremos la extension supersimetrica 
N = 2 del modelo abeliano de Born-Infeld-Higgs en tres dimensiones espacio-temporales. 
Discutiremos la cota de Bogomol'nyi y las ecuaciones BPS del modelo, comparandolas con 
las conocidas soluciones de vortice del modelo supersimetrico de Maxwell-Higgs fl5fl)[p3|. 



Analizaremos tambien la sensibilidad de las ecuaciones BPS en modelos no polinomicos gen- 
erates para el campo de gauge. En el capitulo ^ discutiremos la extension no abeliana de 
la accion de Born-Infeld en conexion con supersimetria. El primer paso en la construction 
de la teoria de Born-Infeld no abeliana consiste en reemplazar el tensor de campo F^ v por 
su extension no abeliana F^ u t a y reemplazar la metrica g^ u por g^ u I donde X es la ma- 
triz identidad en el espacio del grupo. Luego, dado que el lagrangiano debe ser un escalar 
tanto en el espacio-tiempo como en el grupo, es necesario incluir una operation de "traza" 
(o determinante) sobre los indices de grupo. Existen en la literatura trabajos que sugieren 



distintas prescripciones para la traza [42]- [44 ; discutiremos en particular la sugerencia de 



A. Tseytlin [[PJ de simetrizar los generadores del grupo, debido a la observation [^6] de 
que es posible establecer una cota de Bogomol'nyi para dicha accion, lo que sugiere que 
la misma seria supersimetrizable. En el capitulo ^ nos concentraremos en el caso de D3- 
branas y construiremos expKcitamente soluciones dionicas no-BPS con el campo de gauge 
U(l) acoplado a un campo escalar. Analizaremos luego las soluciones en conexion con la 
geometrfa de la deformation de la brana por efecto de la tension de la cuerda- (n, m) que 
soporta cargas electricas y magneticas P6[] , [f4"7| . Estudiando la energi'a de estas configura- 



ciones no-BPS, compararemos los resultados con los obtenidos en los casos BPS y no-BPS 
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puramente electricos pBf-PTJ. Estudiaremos tambien pequenas excitaciones, transversales 
tanto a la brana como a la cuerda, de manera de examinar si la respuesta de las soluciones 
no-BPS es consistente con la interpret acion en la cual el sistema D3-brana+cuerda descripto 
corresponde a las condiciones de borde adecuadas (Dirichlet). 
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Chapter 2 
Ideas basicas 



Discutiremos varias ideas que es necesario precisar para el desarrollo de la tesis. 

2.1 La Teorfa de Born-Infeld 

El lagrangiano propuesto por Born e Infeld tiene la forma 



C B i = f\J-det( gi 



^-det^ + ^j | (2.i; 



= P 2 (l " f ~ J 2 (E 2 - - j A {E ■ B)*j (2.2) 

La segunda lfnea se obtiene en el caso de espacio de Minkowski, = diag(+, — , — , — ). 

El punto esencial en la teorfa de BI es la diferencia entre el campo electrico (pondero- 
motriz) E y el vector de desplazamiento (induccion) D. El electron de BI que denominaremos 
Blon satisface 

divD = q e 5 {3) (r) (2.3) 

Obviamente D diverge en el origen, pero dado que en ausencia de campos magneticos, el 
campo electrico E y el vector de desplazamiento D estan relacionados por 

5C B i 



D 



5E 



E= , ° (2.4) 



vemos que el valor del campo electrico en el origen, donde esta situada la fuente, es finito 

E(r = 0) = p. Esta propiedad conduce, al calcular la energfa de la solucion, a un resultado 

finito (ver cap. ^|). 

1 Ver apendice ^ para una description mas detallada de la propuesta original. 
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Sintetizando, para soluciones puramente electricas tenemos: 
Teoria de Maxwell 



C = \E 2 => V-E = q5^ ^E~± 



-> -> f 1 -> q 2 

D = E E = J d 3 x -E 2 ~ lirriA^oo— (divergente) 



Teoria de Born-Infeld 



C = {3 2 (l-Jl-±E 2 ) V-D = q5^E 



^r 4 + q 2 /[3 2 

3 = ^ E = J d 3 x (D ■ E - C) ~ g 3/2 /3 1/2 (finita) 

2.2 Accion de Born-Infeld en teoria de cuerdas 

Veamos sinteticamente la derivation de la accion de BI en el contexto de la teoria de cuerdas 



siguiendo pqj . La accion efectiva off-shell para los modos no masivos de una teoria bosonica 



de cuerdas abiertas y cerradas se define, en espacio euclfdeo, como 

A„ 9flv , b, v \ = £ 9op X I Vh ab VX» e~ s ^ (2.5) 

, n i n 1 J 



X=2,l,0,-1, 



Si= f d 2 z (-^Vhh ab d a X»d b X»g, u + ie ab d a X»d b X%^ + ^VhR<f>) (2.6) 

JM \4:7ia 47T / 



S 2 = t drX^A^ (2.7) 

JdM 

Aqui los X M describen el embedding de la hoja de mundo M. de la cuerda en el espacio- 
tiempo (n,v = 1,...,D), z a (a=l,2) son las coordenadas de j\4, h a b es la metrica en A4, 
R es la curvatura escalar de h ab , dAi es el borde de At parametrizado por r y g op es la 
constante de acoplamiento respecto de cual esta definida la teoria perturbativa. En (2.5) 



se suma sobre todas las posibles hojas de mundo virtuales At compactas, orientables y con 
borde dAi, las cuales topologicamente corresponden a discos con un numero arbitrario de 
bordes n (dAi = Df =1 ji) y manijas k (x = 2 — 2k — n) ( At tiene la topologia de un 
disco en la aproximacion a orden arbol, un anillo a un loop,.., luego, la expansion en (|2.5| ) 
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corresponde a una expansion en las clases topologicas). En cada clase topologica fijamos 
el borde, integramos sobre todas las posibles superficies con condiciones de contorno fljas 
X^(z)\qm = c^(r) y luego sumamos sobre todas las posibles curvas de borde c M (r). Las 
cuerdas (abiertas y cerradas) se mueve sobre campos de fondo correspondientes a sus modos 
no masivos: el dilaton 0, el campo vectorial A^, el graviton g^ u y el tensor antisimetrico b^ v . 

La accion efectiva definida por ( |2.5|) se puede interpretar de distintas formas. Una primera 
interpretacion es que ( |2.5| ) es la generatriz funcional de las amplitudes de scattering off-shell 
sobre fondos arbitrarios: derivando respecto de las fuentes 4>,A^ .. obtenemos el valor de 
expectation de los correspondientes operadores de vertice para una cuerda propagandose 
en un fondo de campos 4>, A^, ... (poniendo a cero las fuentes luego de derivar y fijando 
las condiciones de capa de masa obtenemos las funciones de correlation para los modos 
no masivos de la cuerda on-shell). Una segunda interpretacion es que T en ( |2.5| ) es el 
analogo directo de la accion efectiva estandar en teoria de campos (generatriz funcional de 
las funciones de Green irreducibles) , esto significa que contiene toda la dinamica cuantica 
y no debe ser, consecuentemente, cuantizada. El punto es que los argumentos de T son los 
valores de fondo para los campos (correspondientes a modos virtuales de cuerdas) que se 
propagan en loops (manijas y agujeros en la hoja de mundo corresponden al analogo de los 
lazos en teoria de campos). Dado que esta formulation es off-shell, el vatio de la teoria se 
halla minimizando T 

5r/50 = o, 5v/5A^ = o, ar/fy^ = o, ... (2.8) 

Confirmar que el vaci'o es estable significa coorroborar la ausencia de fantasmas y taquiones 
en el espectro de pequenas fluctuaciones y la consistencia de las amplitudes de n-puntos al 
ser calculadas sobre el fondo correspondiente. Un posible criterio necesario de consistencia 
es la invarianza conforme de Si + S2 definidas por (|2.6| )-( p77D cuando tomamos como campos 
de fondo de la cuerda las soluciones de ( |2.8| ) (este fue el metodo utilizado en |5D| para hallar 
la accion de BI). 

Para obtener la accion de BI en el contexto de la cuerda bosonica [] nos restringiremos por 

simplicidad a fondos triviales para los campos que provienen del sector de cuerdas cerradas 
2 Es posible realizar un calculo similar en la teoria de supercuerdas, obteniendose el mismo resultado [ p9| . 
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{g^v = 5iw,4> = b^n, = 0). Nos limitaremos tambien al calculo a orden arbol, x — 1 (disco), 
para la cuerda bosonica en D = 26. Elegimos condiciones de contorno de Neumann en todas 
las direcciones, para los extremos de la cuerda. Siendo la integral sobre las metricas h a b 
trivial, separamos en parte constante y no constante, = x M + quedando 

J VX^e- Sl ~ S2 = Jd D xJ X>fexp(- — J d 2 zd a ^d a ^ - i J dr^A^x + £)) (2.9) 

donde las funciones ^(z) representan fluctuaciones de la hoja de mundo M. de la cuerda que 
satisfacen condiciones de contorno de Neumann. La factorization que permite reescribir a T 
como una integral sobre el espacio tiempo W D se basa en que la action para la cuerda libre 
(2.6) con g^y = 5^ v es invariante frente a traslaciones X M — > X^ + a M con a M = cte. Luego la 



funcion de partition r[0, 0, 5^, 0] contiene la contribution de estos modos cero (el volumen 
de W D ) como un factor. Esta invarianza se rompe en presencia de un fondo no trivial de 
manera que la integral sobre M. D no se factoriza. Procedamos a evaluar la integral funcional 
en todos los puntos interiores de A4, reduciendo ( |2.9| ) a una integral sobre la frontera. A tal 
efecto introducimos las variables ^(t) defmidas como la restriccion de £ M a la frontera (el 
borde del disco) DM. = S 1 . Insertando en la integral funcional (|2.9|) el siguiente "1" 

1 = Jv^5(e\dM-vn (2.io) 

y representando la funcion 5 mediante una integral funcional sobre v^t), llegamos a una 
expresion gaussiana para los campos de integration £ M y 

J V^e~ Sl ~ s ^ dM] = J V^VifVv^ exp (—^r J d 2 zd a ^d a ^-i J drrfA^x + rj) 

~ J dru^eidM-V 11 )) (2.H) 

Integrando los campos gaussianos obtenemos 

Jv^exp^-^riG^ri-i j drrfA^x + 77)) (2.12) 

donde 

rj G^T] = f drdr' t^{t) G _1 (r, r')^(r / ) (2.13) 



y G 1 esta defmida de la siguiente manera. Encontrada la funcion de Neumann N(z, z') para 
el operador de Laplace □ = d a d a , ON = —5^(z — z'), calculamos la restriccion de la misma 
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a la frontera del disco DM., G(t,t') = N(z(r), z'{r')). G 1 es la inversa de este ultimo 
operador, G~ 1 G = 5^(t — t'). La integral ( 2.12|) contiene, en general, en el exponente, 



infinitas potencias de rj. Expandiendo en potencias de 77 tenemos 

J dTffA"(x + Ti) = ^F vlt (x) j drrfr? + ^d p F v ^x) J drift? if + 0(d 2 F,r] 4 ) (2.14) 

En general, la accion efectiva T[A^\ = J d D xC(x), dependera de F^ u y todas sus derivadas. 
En la aproximacion F^ v (x) = cte. (d^ n 'F ~ 0), la integral que nos queda en 77^ es gaussiana 

J V7fexp(-^r ] G- 1 ri + ~F ia ,J dr^rjA (2.15) 

Llevando F^ u a la forma estandar F = e (g) /, donde e son matrices antimetricas 2 x 2 y / es 
una matriz diagonal con autovalores fi (i = 1, ~), el calculo se reduce al producto 

D/2 f /i 1 _ \ D/2 f ( 1 1 ~ •• \ 

J Vraexp [-l^liG l r]i - -ff^G^A = J] J Xtyiexp f --rjiG tfc - - ff ViG-qA 

(2.16) 



donde hemos reescaleado 77 — > \j2ita rjy = 2nd En la ultima expresion debe entenderse 
G = (d 2 /drdr')G(T,T'). La accion efectiva para los modos vectoriales no masivos F(A?) 
queda f28| 

r[^] = ^/^*lf-=l= (2-17) 

&i J t=i vdet Aj 
Z(0) = J V^e~ s \ Ai = l + f?G-G (2.18) 
Dado que para el caso del disco unitario 

N(z,z') = -^ln \z- z'\\z-z!~ x \ G{6,&) = N(e t6 ,e ie ') = - — ln(2 - 2 cosC) (2.19) 

donde C = ^~^'y0^^^27r, entonces 

1 00 D/2 -, D/2 00 -1 D/2 



ff m=i i=i v det Aj i=1 m=1 ^ + j2 i=1 



donde en el ultimo paso regularizamos el producto infmito usando la funcion ( de Riemann. 



La accion efectiva Q2.17Q para los modos vectoriales no masivos a orden arbol en teoria de 



para cuerdas cerradas, recordando que g% p = g c i 



Expresamos la accion efectiva, como es convencional, en terminos de la constante de acoplamiento g c i 

op 
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cuerdas, resulta ser la accion de Born-Infeld EE 



T[A^} = f d D x^Jdet(5^ v + 2vr«F^) (2.21) 

c 9ci J 



Aqui Zq = cte. es la funcion de partition libre para el disco y hemos factorizado la depen- 
dencia en a. Al ser deducido de la teorfa de cuerdas, el parametro de Born-Infeld [3 que 
determina el valor maximo de campo resulta ser igual a la tension de las cuerdas fundamen- 
tales (3 = T. 

2.3 La teorfa de Dirac-Born-Infeld y Dp-branas 

La accion de Dirac-Born-Infeld en p + 1 dimensiones, correspondiente a la accion efectiva 
(bajas energias) de una Dp-brana, se define como 

Sdbi = -T p J d p+1 x v /-det(^ + 27rdF^) (2.22) 

donde 

9tiv = (dX M /dx») {dX N /dx u )G MN (2.23) 

(//, v = 0, . . . ,p ; M, N = 0, . . . , D — 1). Gmn es la metrica del espacio-tiempo D-dimensional 
donde se encuentra embebida la brana, X M = X M (x^) representan la posicion de la p-brana 
en el espacio-tiempo D-dimensional y g^ u se interpreta como la metrica inducida sobre la 
superficie de la brana por la metrica del espacio ambiente Gmn- F^ u = d^A u — d u A^ es 
el tensor electromagnetico correspondiente al campo de gauge contenido en el volumen de 
mundo de la brana y T p es la tension de la Dp-brana. 

La accion ( p.22[ ) es invariante frente a reparametrizaciones en su volumen de mundo. 



Al fijar esta invarianza, por ejemplo en el gauge estatico (ver cap. |5|) aparecen los campos 
escalares que corresponden a las oscilaciones transversales de la brana. La accion (|2.22| ) con 



coincide con el modelo para el electron propuesto por Dirac donde se lo repre- 
sentaba como una cascara (2-brana) cargada. La tension que tiende a contraer la superficie 
contraresta la repulsion coulombiana que experimenta la misma. La idea de Dirac de repre- 
sentar distintas particulas (electron y muon) como estados excitados de un mismo objeto 
fundamental es anterior a la teorfa de cuerdas. Paradojicamente las membranas (2-branas) 
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reaparecieron recientemente en el contexto de teoria M como los objetos fundament ales de 
la accion de bajas energias (SUGRA d = 11). 

Una (p + l)-forma A p+ i = AM 1 M 2 ...M p+1 dX Ml AdX M2 . . .AdX Mp+1 se acopla naturalmente 
a una p-brana, esto es un objeto extendido con p dimensiones espaciales. El acoplamiento es 
la integral de la (p + l)-forma sobre el volumen de mundo (p + l)-dimensional de la p-brana 

S W z = P P I A p+1 = Pp [ d p+1 x A MlM2 ... Mp+1 (X) d 1 X M ^d 2 X Ah . . . d p+1 X M ^ (2.24) 

Jv.m. J 

p p es la densidad de carga de la p-brana y denotamos <9 M = d/dx^. Por ejemplo: una 
partfcula puntual o 0-brana describe una trayectoria unidimensional en el espacio tiempo 
y se acopla a un campo vectorial Am, el objeto cargado frente a un tensor de dos indices 
antisimetrico es una cuerda o 1-brana ya que describe en el espacio tiempo una superficie 
bidimensional. En la teoria perturbativa de supercuerdas no existen estados (p-branas) 
con p ^ 1, solo contamos con cuerdas fundamentales (1-branas) que de hecho son las cargas 
elementales para el tensor antisimetrico b^. El hecho de que no existan estados perturbativos 
cargados respecto de los campos bosonicos de Ramond se sigue de que el vertice cubico 
(string \A p+ i\ string) , que representa la emision de un estado R-R a partir de un estado 
de cuerda fundamental, involucra un numero impar de vertices fermionicos izquierdos (y 
derechos), luego la amplitud de emision se cancela automaticamente a todo orden en la 
teoria perturbativa. Este argumento muestra que las cuerdas no se acoplan electricamente 
a la 2-forma R-R, presente en la teoria IIA. En presencia de fronteras (Dp-branas) este 
argumento falla. La propiedad |-BPS (multiplete corto, ver cap. |[) para una Dp-brana 
estatica, se sigue de 

T p = Pp (2.25) 

y del analisis del algebra supersimetrica al ser extendida para contemplar cargas centrales 
tensoriales [49]. La accion completa para la Dp-brana (|2.22j ) debe entonces ser corregida 



sumandosele el termino de Wess-Zumino ( |2.24j ), correspondiente al acoplamiento de la Dp- 
brana con la (p-fl)-forma, este termino sin embargo no afecta las ecuaciones de movimiento 
para los campos. 
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2.4 El electron a la Strominger-Callan-Maldacena 



Los argumentos de C. Callan y J. Maldacena (CM) para hallar soluciones a la accion de DBI 
fueron los siguientes p8| : a partir de la variation supersimetrica del gaugino (obtenida por 
reduction dimensional) 

5X = T MN F MN e = (T^F, U + 2Y' A d^X i ) e , (2.26) 

un background BPS corresponde a 5X = para algiin e ^ 0. Si estamos interesados en solu- 
ciones de Coulomb A = g e /47rr p_2 , vemos de (|2.26|) que si proponemos X 9 = q e /47ir p ~ 2 ==>- 
F 9r = d r X 9 = F 0r , tenemos 

(r 0r + r 9r ) e = o (r° + r 9 ) e = o (2.27) 

Esta ecuacion tiene soluciones no triviales para la mitad de las componentes de e, de lo que 
concluimos que nuestra solution es 1/2-BPS (dichos e ^ no alteran la solution o como se 
dice usualmente nuestra solution preserva la mitad de las supersimetrfas). Las soluciones 
propuestas por CM corresponden a soluciones del modelo DBI linealizado o sea son soluciones 
del modelo Maxwell-Higgs (MH) (ver discusion mas abajo). 

Computando la energfa (ver cap. ^) se llega a la conclusion de que el electron BPS con 
potencial coulombiano (lo que implica excitar un campo escalar) en el volumen de mundo 
de la brana, debe ser interpretado al embeber la brana en D = 10 como la intersection de 
una cuerda fundamental con la Dp-brana. La autoenergfa infinta de la solution se debe a la 
extension semi-infmita de la cuerda que intersecta la Dp-brana. Notemos que el estado BPS 
no manifiesta energfa de interaction, la energfa del estado es la suma de las energias de sus 
constituyentes. Esto se observa tambien al tratar soluciones BPS mas generales centradas 
en varios puntos. 

Recalquemos una propiedad muy importante y general de todas las soluciones BPS: la 
energfa de las mismas es simplemente su carga topologica. Esto indica que para soluciones 
BPS, la energfa es independientes de la dinamica asociada con dichas soluciones (ver cap. £|). 
La presente solution fue calculada para la accion de MH y sin embargo resulta ser tambien 
solution de la accion DBI. En el capftulo ^ discutiremos en un contexto mas sencillo este 
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mismo fenomeno: la insensibilidad de las ecuaciones BPS respecto a la dinamica asociada al 
campo de gauge. 
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Chapter 3 

La supersimetria y sus 
representaciones 



Discutiremos la supersimetria y sus representaciones 

3.1 Introduction 

A mediados de los '60, la creciente importancia de los grupos de simetrias internas como 
SU(2), SU(3), ... llevo a los fisicos a investigar sobre la posibilidad de combinar, de manera 
no trivial, el grupo de Poincare del espacio-tiempo con un grupo de simetrfa interna. Luego 
de varios intentos frustrados, el interrogante fue resuelto por S. Coleman y J. Mandula de 
manera negativa en el llamado "no-go theorem" [5P||: en d > 2, una teoria cuantica relativista, 



con un espectro discreto de estados masivos de una partfcula y con amplitudes de dispersion 
no nulas, tiene como unicas cargas tensoriales conservadas, el cuadrivector energfa-impulso 
Pfj, y el tensor de momento angular M^; o sea los generadores del grupo de Poincare^]. El 
resto de las cargas conservadas deben ser escalares de Lorentz. Como regla, estas cargas 
escalares de Lorentz deben satisfacer el algebra de un grupo de Lie semi-simple que puede 
contener factores U(l) adicionales. 

Es conveniente hacer algunos comentarios acerca del teorema "no-go". Si consideramos 
la dispersion de dos cuerpos, una vez tenida en cuenta la conservation de impulso angular 
y de energfa, la unica variable libre es el angulo de dispersion 9. Si existiera un grupo de 
Lie que transformara no trivialmente frente al grupo de Poincare, tendrfamos generadores 
1 En presencia de partfculas no masivas es posible extender el grupo de Poincare al grupo conforme pm. 
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adicionales (de caracter tensorial) asociados al espacio-tiempo. Las leyes de conservation 
resultantes limitarian la amplitud de dispersion de dos cuerpos, de manera que el angulo 9 
tomarfa solo valores discretos. Sin embargo, el proceso de dispersion se supone analftico en el 
angulo 9, de manera que debemos concluir que, de existir estas cargas adicionales, el proceso 
no depende del angulo. En sintesis, si existe un grupo de Lie combinado no trivialmente con 
el grupo de Poincare, la dinamica resultante para los procesos de dispersion es trivial. 

Los argumentos anteriores muestran la imposibilidad de simetrias no triviales que co- 
necten particulas de distintos espines, si todas las particulas tienen espm entero o todas 
tienen espm semientero. Si tuvieramos una simetrfa que conectase particulas de espm entero 
con particulas de espin semientero, tendriamos cargas de caracter espinorial y el teorema 
"no-go" no seria aplicable. El cambio es drastico. Estas cargas espinoriales estarfan dadas 
por integrates espaciales de campos espinoriales locales. La conexion espin-estadistica en la 
teoria cuantica de campos dice que para separaciones tipo espacio los campos espinoriales 
anticonmutan. Luego, la conexion espin-estadistica dicta que es el anticonmutador de las 
cargas el que esta determinado, de manera que estamos frozados a inventar un nuevo tipo de 
algebra de Lie donde la operation [, ] no siempre es antisimetrica (como en un conmutador), 
sino que ocasionalmente puede ser simetrica (como el anticonmutador). Este tipo de algebras 
se denominan super- algebras de Lie o algebras gradadas. 

En este espiritu, Y. Golfand y E. Likhtman [[| demostraron que, generalizando el concepto 
de grupo de Lie, era posible encontrar un grupo de simetria que incluyera al grupo de 
Poincare, y a un grupo de simetria interna de manera no trivial. Nuestra discusion de la 
supersimetria seguira este punto de vista. 

Dado que la estructura de un grupo de Lie, al menos en un entorno de la identidad, 
esta determinada por su algebra de Lie, introducimos generadores Q a y sus adjuntos Qa 
(en notation de Weyl, ver apendice para las convenciones) , transformando en las repre- 
sentaciones (espinoriales) del grupo de Lorentz (|,0) y (0, |), que satisfacen relaciones de 
anti-conmutacion 2 

{Qt Q$ b} = QaQf3B + QpsQa (3-1) 

2 Por convention, los indices A, B se colocan abajo al tratar espinores pertenecientes a la representation 
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2rT M P h A 
at* °B 



(3.2) 



(los indices adicionales A, B = 1, N caracterizan extensiones con un numero N de super- 
simetrias). El lado derecho de la ec.(|3.2|) se obtiene basandose en consideraciones de simetria 



frente al grupo de Lorentz, ya que debe transformar como (§, |), y hermiticidad. Asumamos 
entonces que el grupo de supersimetria contiene generadores "bosonicos" P^, M^, T s , que 
satisfacen reglas de conmutacion, asi como generadores fermionicos Q A (A = 1, 2, ... , N) que 
satisfacen reglas de anti-conmutacion. La generalization del teorema de Coleman-Mandula 
incluyendo generadores espinoriales efectuada por Haag-Lopuszariski-Sohnius muestra que 



el algebra de simetria mas general que puede tener la matriz S es |12 

[M^P P ] 
[M^, M pa ] 

[Te, T k ] 
[P„Tt] 

{Qai Q/3b} 

{QtQp} 

{QaA: Q {3b\ 

[Qi, p, 

[Qi, 
Qi,Tt 

donde los escalares complejos de Lorentz Z AB = U AB + iV AB se denominan cargas centrales 
y son antisimetricos en A, B Q Mediante el uso de las identidades de Jacobi se muestra que 
conmutan con todos los elementos del algebra super-Poincare y que generan una subalgebra 
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abeliana invariante, contenida en el algebra de Lie generada por los 7) 4 . Las podemos 
expresar entonces como 

Z AB = a iAB Te (317) 

donde a son matrices antisimetricas. Si, deben satisfacer 

S A c a kCB = -a kAC S* iC B (3.18) 

Las relaciones ( |3.8| ) son consecuencia del teorema de Coleman-Mandula. Las ecs.( |3.12j )- 
( |3.14| ) establecen que las supercargas Q A , QaA transforman como espinores frente al grupo 
de Poincare, y (|3.15|) - (|3.16|) que estan cargadas frente al grupo de simetria interna. Como 
veremos mas adelante, en presencia de cargas centrales Z AB ^ (N > 1), las ec.(|3.9|)-( |3.11| ) 



son las responsables de que pueden aparecer estados BPS en una teoria supersimetrica. 
Es util expresar los anticonmutadores del algebra supersimetrica ( |3.9| )- (|3~TT| ) mediante 



espinores de Majorana Q a (a = 1, ...,4). Siguiendo las convenciones del apendice se obtiene 
{Qt Qb) = 2(T^C) ab P,5 AB + 2C ab U AB + 2i(T 5 C) ab V AB (3.19) 
que tambien se suele expresar, dado que Q A es Majorana, como 

{Q A } Q B } = -2 (T»P^ AB + U AB + tT 5 V AB ) (3.20) 



En la proxima seccion discutiremos las distintas represent aciones irreducibles del algebra 
super- Poincare (|3.3|)-( |3TT6| ). 

3.2 Representaciones de la supersimetrfa 

Dado que las supercargas Q conmutan con el operador 4-impulso P^, P 2 es un casimir para 
el algebra super-Poincare. Luego, todos los estados en una representacion dada tienen la 
misma masa. El nuevo casimir que reemplaza al cuadrado del vector de Pauli-Ljubanski es 
C 2 , donde |T|[j 



C 2 = C^C U (3.22) 



4 Recordemos que la generalization del teorema de Coleman-Mandula permitfa grupos semi-simples y 
factores U(l) adicionales. 



La convention para el vector de Pauli-Ljubanskf es 

1 
2 



W^ = -e^ pa P»MP° . (3.21) 
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= B„P V -B V P^ (3.23) 
B, = W^-- A Qa^Q (3.24) 

Para que una teorfa sea supersimetrica, el contenido de particulas de la misma debe formar 
una representacion del algebra escrita en la seccion anterior. Como es conocido las repre- 
sentaciones del grupo de Poincare se encuentran mediante el metodo de representaciones 



inducidas de Wigner |52|| . El metodo consiste en encontrar representaciones de un subgrupo 
del grupo de Poincare y luego boostearlas para encontrar la representacion de todo el grupo. 
El procedimiento es elegir un valor para el momento p^ que satisfaga p 2 = o p 2 = m 2 , 
segun el caso a considerar, y luego, hallado el subgrupo H que deja invariante el p M elegido 
representarlo sobre los estados En lo que sigue discutiremos las representaciones del 

algebra ( |3.9|) - (|3.11|) , en el sistema de reposo de la partfcula. La imagen fisica es simple: 
las propiedades de una partfcula estan determinadas por su comportamiento en un dado 
sistema de referenda. Embebiendo el algebra supersimetrica en el algebra super-Poincare, 
encontramos las representaciones de esta ultima mediante el formalismo de Wigner. Como 
veremos al estudiar las posibles representaciones del algebra supersimetrica, la supersimetria 
relaciona bosones con fermiones y viceversa 

3.2.1 Ausencia de cargas centrales 

En ausencia de cargas centrales, el algebra para las supercargas Q, Q es 

{QtQpn} = Kp P ^B (3-25) 
{QlQp} = {Q«A,Qp B } = (3.26) 

Representaciones irreducibles no masivas: En el caso no masivo elegimos el sistema de refe- 



renda, donde pP = m(l, 0, 0, 1), el algebra supersimetrica queda 



{QtQ, B }={ o Z W (3-27) 



Cuyo autovalor es w 2 — —m 2 s(s + 1), s = 0, 5, 1, • ■ •, para representaciones masivas, y en el caso no masivo, 
con w 2 = 0, queda W M = AP M , donde A es la helicidad. 
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Esta relation nos dice, dado que Qa = {Q A )\ que en una teoria unitaria, todo estado fisico 
| fis) satisface 

Qi\fis) = Qi\fis) = =>- Qi = Q{ = sobre estados fisicos (3.28) 
Solo la mitad de los generadores Q estan activosf]. Reescaleando los generadores no nulos 



el algebra supersimetrica toma la forma 

{a A , (a B ) ] ) = 5 AB , {a A } a B } = 0, {(a A )\ (a B ) f } = . (3.30) 



Recordando que A, B = 1,...,N reconocemos ( |3.30| ) como un algebra de N osciladores 
fermionicos, que tiene una representation 2 Ar -dimensional. La dimension de las representa- 
ciones irreducibles no masivas es entonces dim(rep) \ m =o = 2 N . 

Analicemos el efecto de los Q's sobre la helicidad de un estado. Calculando el conmutador 
del vector de Pauli-Ljubanskf con las supercargas se obtiene 

[W^Q%] = -iP»(a^f Qi (3.31) 

donde hemos usado la identidad ( [A.74Q . Aplicando este ultimo operador a un estado no 



masivo con helicidad A e impulso p, en el sistema que elegimos, vemos que 

WoQib,A>=/(A-~)Qi|p,A) (3.32) 

o en forma equivalente 

W Q Qi A \p, A) = p°(A - ±)Qa A \p, A) (3.33) 

de manera que la action de los operadores Q^a sobre estados con helicidad defmida es 
disminuir A a A — |. 

La construction del supermultiplete es simplemente representar el algebra fermionica 
( |3.30| ). Definimos el vacio |0>) como el estado anulado por todos los operadores de destruc- 
tion a A \Q\) = y con helicidad defmida A []. Los estados del multiplete los generamos por 

6 Dado que la mitad de las cargas supersimetricas dejan invariantes a los estados fisicos, es h'cito decir que 
las representaciones no masivas son representaciones ^-BPS. 
7 E1 vacio en el caso no masivo es no degenerado. 
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action de los operadores de creation (cr 4 )" 1 " actuando sobre el vatio 

(a Al )t...(a^)t|fi A ) , A = 1,...,N 



(3.34) 



Debido a antisimetria el estado con k (a A )t's tendra degeneration C% y helicidad A — k/2. 
El multiplete contara con estados desde A a A — N/2. Esquematicamente 



N = 


1 


N = 


2 


N = 


4 



|A), |A-l/2) 

|A), 2 |A - 1/2), |A-1) 

|A), 4|A- 1/2), 6|A-1), 4|A-3/2), 



| A — 2> 



(3.35) 



Las representaciones no son necesariamente invariantes CPT. Multipletes invariantes CPT 
se obtienen cuando X — N/A. En el caso particular N — 1, al pedir invarianza CPT debemos 
considerar la union de dos representaciones irreducibles no masivas, obteniendose cuatro 



estados A, A — ^, —A + ^ y 



1 -A + iy-A. 

Si pretendemos realizar la supersimetria en una teoria de campos, los estados de particula 



necesariamente vendran acompanadas por su conjugado CPT. Escribamos las posibles rep- 
resentaciones CPT invariantes y su interpretation en terminos de campos 



(|ni» 

N = 2 (|fi )) 

(|ni» 



{1-1/2), 1-1)} 
{|0>,|-l/2» 
{|1/2>,|0» 

{|l>,|l/2» 
{|0>, 2|-l/2), |-1)} 
{|l/2),2|0),|-l/2)} 
{|1),2|1/2),|0)} 



®CPT: {|1/2>,|1» 
®CPT: {|0),|l/2)} 
®CPT: {|-1/2),|0)} 
®CPT: {|-l) ,1-1/2)} 
®CPT: {|0),2|1/2),|1)} 
(autoconjugada CPT) 

® CPT :{| — 1) , 2| — 1/2) , |0)} 



{|1) ,4|l/2) ,6|0) ,4| - 1/2) ,|-1)} (autoconjugada CPT) 



(3.36) 



Para N — 1 la representation contiene un campo escalar complejo y un espinor de Majo- 
rana (multiplete quiral N = 1 $ = (<f>,i/))) cuando partimos de un vatio |f2 A ) con helicidad 
A = 0, 1/2 y sumamos la representation conjugada CPT. De hecho, la representation cor- 
respondiente al multiplete quiral, es la union de las representaciones obtenidas a partir de 
\Qo) y |fii/2). La representation correspondiente al multiplete vectorial N — 1 (V — (A^, A)) 
contiene un campo vectorial no masivo y un espinor de Majorana. Esta representation se 
obtiene partiendo de un vatio con helicidad A = 1,-1/2 y sumando la correspondiente con- 
jugada CPT. La representation se obtiene uniendo los multipletes correspondientes a y 
|^-i/2)- 
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Para iV = 2yA = l/2 tenemos una representation autoconjugada CPT que contiene un 
espinor de Majorana y un escalar complejo. El hipermultiplete N = 2 corresponde a esta 
representation pero duplicada. La representation tiene el mismo contenido de campos que 
dos multipletes quirales N = 1. Para JV = 2 y A = - 1, tenemos un campo vectorial no 
masivo, dos espinores de Majorana y un escalar complejo (multiplete vectorial N = 2). Este 
ultimo multiplete N = 2 es equivalente en contenido de campos a la suma de un multiplete 
vectorial y un multiplete quiral N = 1 . La representation N = 4 es autoconjugada CPT y 
acomoda un campo vectorial no masivo, dos fermiones de Dirac y tres escalares complejos 
(multiplete vectorial N = 4). Nos detuvimos en N = 4 ya que un mimero mayor de 
supersimetrias necesariamente involucra particulas con helicidad A > 1 

De acuerdo con el metodo de representaciones inducidas de Wigner, la representation del 
super-grupo de Poincare se obtiene boosteando los estados descriptos mas arriba. 

Representaciones irreducibles masivas: Para estados masivos siempre podemos ir al sistema 
de reposo de la particula, donde = m(l, 0, 0, 0). Definiendo 

a A = Qi/V2^i , (a£y = Q^a/V^ (3.37) 

El algebra supersimetrica se reduce a 

{< (af )t} = 5 AB , {at (af)t} = 5 AB (3.38) 

donde el resto de los conmutadores son nulos. Nuevamente nos encontramos ante un algebra 
de Clifford ahora, con 4iV operadores, el doble que en el caso no masivo. Analizando el 
operador C definido en ( |3.24| ) vemos que en el sistema en reposo podemos escribir 

C 2 = 2m 4 J t J l (3.39) 

Ji = Si-^-QaiQ (3.40) 
4m 

donde Si es el operador de espin Si = \ei^M^ k {% = 1,2,3). Dado que Si y <7j obedecen el 
algebra de SU(2), tenemos 

[Ji, Jj) = ie ijk J k (3.41) 

luego, J 2 tiene autovalores j(j + 1), con j entero o semientero. Definimos el vatio como en 
la section anterior y construimos los posibles estados por aplicacion de los operadores (a" 4 )^ 
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actuando sobre el mismo (ver ec.( |3.34j )). Sin embargo, en el caso masivo el vacfo puede estar 
degenerado. Debido a que Jj actuando sobre el vacfo se reduce al operador de espm, \Q S ) es 
un autoestado del operador de espm 

\Q S ) = \m,s,s 3 ) (3.42) 

A nivel k tenemos una degeneracion C\ N quedando la dimension de la representacion masiva 
dim(rep)\ m ^o = 2 2N (2j + la mitad de los estados son fermionicos y la otra mitad 
bosonicos. El maximo espm que podemos alcanzar desde el vacfo \Q S ) es s + N/2, en 
discrepancia con el calculo naive s + (2N)/2 = s + N , esto se debe a que ahora tenemos las 
dos componentes de las cargas supersimetricas Qf 2 , luego, terminos del tipo (di)^(ctf)^ = 
^e a/3 (a^Y (a^Y son escalares y no disminuyen el espm. El estado que obtenemos aplicando 
k = 2N operadores de creation (a A Y tiene el mismo espm que el vacfo. En el caso N = 1 
partiendo de un vacfo \Cl ), tenemos el siguientes multiplete 

N = 1 ([Op)) : |fi ), al\Q ), -^e^a^o) (3.43) 

El numero de estados es 2 2 = 4. Tenemos (0) © (1/2) © (0) |. Que corresponden a dos campos 
escalares reales y un espinor de Weyl (0, A). Dado que la operacion de paridad intercambia 
(aiY con (a 2 )t, el ultimo estado en (|3.43|) corresponde a un campo pseudoescalar. 

Partiendo de un vacfo \Qj) de espm j y degeneracion 2j + 1, la representacion contiene 
(2j + 1)2 2N estados. El espectro se construye combinando la representacion j = del algebra 
con un espm j, usando las reglas de adicion de momento angular. El resultado es 

N=l : (j) © (j + 1/2) © (j - 1/2) © (j) (3.44) 

Para j = 1/2 obtenemos un campo de gauge, un fermion de Dirac (dos fermiones de Weyl) y 
un campo escalar real (<p, ip, A^), conteniendo el multiplete 4 + 4 = 8 estados on-shell. Para 
el contenido de campos en el caso N, j arbitrario ver 0. 

8 E1 factor (2j + 1) proviene, en el caso masivo, de la degeneracion del vaci'o. 
9 Con (j) denotamos un estado con espm total j y degeneracion 2j + 1. 
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3.2.2 Cargas centrales no nulas 



En presencia de cargas centrales el algebra toma la forma 



9rr M P r) A 



{QiQ B } 



2e a ^Z B 



(3.45) 
(3.46) 

{Q*a,Q0b} = -^apZ* AB (3.47) 

donde Z y Z* son las matrices de carga central, antisimetricas en A, B, y tomamos por con- 
vention Z AB = —Zab- En presencia de las extensiones centrales, no es posible interpretar a 
Q y Q como operadores de creation y destruction sin rediagonalizar la base. Nos limitaremos 
al caso de N par. Mediante una transformation unitaria actuando sobre los indices internos 
de las supercargas Q A — > Q A = U^Q B (o Q a — > Q a = UQ a ) con W = U, podemos llevar 
a Z — > Z = U ZU T a una forma antisimetrica en bloques sobre la diagonal Z = e <S> D 
(descomposicion de Zumino) 



(Z 2 e ab ) ... 



/ {Z x e ah ) 



\ 
















\ 







(ZnC 



ab \ 



(3.48) 



/ 



donde e = —e a t = iff • En esta descomposicion los "autovalores" Z\, Z 2 , Z^/ 2 son reales 
y no negativos. De manera que los indices A, B que cuentan el numero de supersimetrias 
pueden ser descompuestos en (a,L), (b,M), con a, b = 1,2 que provienen del tensor e, y 
L,M — l,...,N/2 provenientes de la matriz D. Escribiendo ahora el algebra (|3.47 ) en el 
sistema en reposo (para estados masivos) y en la base de Zumino, vemos que solo es necesario 
consider ar un algebra N = 2, 



{Q a a,Qi} 
\Qaay Q/3b\ 

Si definimos las siguientes supercargas 

1 

a ° ~ 2 

b a = - 
2 



2ma°J? ) 

ap 



2e a pe ab Z 
-2e^e ah Z 



i/3) 



(3.49) 
(3.50) 
(3.51) 

(3.52) 
(3.53) 
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el algebra ( |3.49| )-( |3~15"1"| ) se reduce a 

W f } = (m + Z)5 al 3 
{b a ,(b^} = (m-Z)5 al3 (3.54) 

donde el resto de los conmut adores son cero. La representation la construimos definiendo el 
vatio \ fl) co mo el estado aniquilado por los operadores de destruction a a ,b a y actuando con 
los operadores de creation (a tt )t, (6 a )^ sobre el mismo. Habiendo diagonalizado el algebra 
iV = 2, el algebra en el caso de tener N supersimetrfas consiste simplemente en agregar un 
indice L = 1, N/2 a los operadores a, b y a las cargas centrales 

R,(af)t} = {m + Z L )5 aP 5 L M (3.55) 



{b L a ,(bfV} = (m - Z L )S af} S L M (3.56) 



De estas expresiones se deduce una desigualdad conocida como "cota de Bogomol'nyi" . 
Tomando el valor de expectacion de ( ^.56|) para un estado fisico arbitrario tenemos para 



L = M y a = (3 

| (a L y\fis)\ 2 + \ (a L )\fis)\ 2 = (m + Z L ) (m + Z L ) > (3.57) 

\(b L y\fis)\ 2 + \{b L )\fis)\ 2 = {m-Z L ) =► (m-Z L )>0 (3.58) 
de donde se sigue la "cota de Bogomol'nyi" 

m > Z L VZ L (3.59) 

Esta ecuacion demuestra que: 

• En el caso no masivo no es posible (dado que las Z L > 0) la presencia de cargas 
centrales. 

• En el caso masivo la masa de las representaciones esta acotada inferiormente por la 
maxima carga central. 

En la proxima seccion discutiremos un efecto interesante conocido como acortamiento del 
supermultiplete, que sucede cuando la masa de la representacion satisface m = Zl para 
alguna Z L . 
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3.3 Estados saturados o Estados BPS 



Hasta aqui hemos discutido las distintas representaciones irreducibles del algebra super- 
simetrica y dedujimos que para algebras con supersimetria extendida iV > 1, en presencia 
de cargas centrales, la masa de las representaciones esta acotada inferiormente por el valor 
de la maxima carga central. 

El caso en que ninguna carga central iguala a la masa de la representacion, es analogo 
al caso masivo sin cargas centrales discutido anteriormente. Tenemos 2N operadores de 
creacion (ver ec.( [3.56|) ) y la dimension de la representacion es 2 2N (2j + 1). 



Nos interesa discutir ahora el caso en que alguna de las cargas centrales Z L , coincide con 
la masa de la representacion. En este caso vemos de la ec. (|3.56|) , que los osciladores b L y 
{b L y proyectan sobre estados nulos, y nos encontramos ante una situation similar al caso 
no masivo (ver ec.( |3.28| )). A este tipo de representaciones se las denomina representaciones 



cortas del algebra supersimetrica. En el caso particular en que todas las cargas centrales 
coincidan con la masa de la representacion, tenemos que todos los osciladores b L son nulos, 
reduciendose entonces a la mitad el numero de operadores de creacion (representaciones |- 
BPS). En este caso la dimension de la representacion masiva pasa de 2 2N (2j + 1) a 2 N (2j + 1) 
estados. En particular para j = 0, la dimension de la representacion masiva |-BPS, coincide 
con la de la representacion no masiva. Este fenomeno es importante, ya que nos permite 
afirmar que el fenomeno de Higgs en teorfas de gauge supersimetricas, es posible. Partiendo 
de un lagrangiano supersimetrico para campos no masivos, es posible obtener un espectro 
masivo, conservando el numero de grados de libertad, si el mismo es BPS. Q 
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Los estados BPS, o estados saturados, son importantes en el testeo de las conjeturas de dualidad entre 



distintas teorias supersimetricas |53-|5j y en el analisis de fenomenos no perturbativos Jl3| . Algunas de las 
razones son: 

• Debido a su relation con las cargas centrales, a pesar de ser masivos, forman multipletes de super- 
simetria mas cortos que los multipletes masivos generales. Su masa esta dada en terminos de su carga 
y de los valores de expectation de los campos de Higgs (modulos). 

• Son los linicos estados que pueden hacerse no masivos al variar las constantes de acoplamiento y los 
valores de expectation de los Higgs. 

• Cuando estan en reposo no hay fuerza neta entre ellos. 

• Se supone que la formula de masa es exacta si se escribe en terminos de los valores renormalizados de 
las cargas y los modulos. 

• En puntos genericos del espacio de modulos son estables. 
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Como veremos en el cap. ^ la cota de Bogomol'nyi ec.( ^.59| ) esta relacionada con la 



cota algebraica derivada por Bogomol'nyi [17| en modelos puramente bosonicos mediante 



metodos algebraicos, de alii su nombre. De hecho, en la extension supersimetrica de dichos 
modelos (basada en un algebra sin cargas centrales) la presencia de soluciones solitonicas da 
origen a extensiones centrales en el algebra supersimetrica realizando ( 3.471 ) f2lfl . Las cargas 



centrales tienen su origen en terminos de superficie (topologicos) que aparecen al calcular los 
anticonmutadores de las cargas supersimetricas Q y Q. Dado que estas se expresan, via el 
teorema de Noether, por integrates de expresiones locales de los campos del modelo, dichos 
terminos de superficie, que usualmente se descartan, deben ser tenidos en cuenta en presencia 
de solitones. El resultado es que las cargas centrales, para una normalization adecuada, son 
iguales a las cargas topologicas. 

Otro aspecto del analisis de Bogomol'nyi es que las soluciones que saturaran la cota 
satisfacen ecuaciones de primer orden llamadas ecuaciones BPS, en lugar de las ecuaciones 
de segundo orden de Euler-Lagrange. Estas ecuaciones surgen, en la perspectiva super- 
simetrica, de observar que para un estado BPS existen cargas que lo dejan invariante (las 
correspondientes a los osciladores b en la ec.( |3.56| )). Pidiendo invarianza del estado frente a 
las transformaciones supersimetricas generadas por dichas cargas obtenemos las ecuaciones 
Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield. 

3.4 Formalismo de supercampos N = 1 

El algebra supersimetrica ( p,19|) puede ser interpretada como un algebra de Lie con para- 
metros anticonmutantes. Dado que el grupo de Poincare actiia de manera natural sobre las 
coordenadas del espacio-tiempo, las transformaciones supersimetricas actuan de manera nat- 
ural sobre una extension del espacio-tiempo llamada superespacio. Al realizar el superalgebra 
sobre el superespacio obtenemos los supercampos. Los campos cuanticos usuales correspon- 
den a las distintas componentes de un supercampo, al ser expandido en las coordenadas 



El analisis del algebra supersimetrica en distintos modelos de teorias de campos muestra que, en ciertos casos, 
los solitones de la teoria corresponden a estados BPS. Dado que estos estados solitonicos son los relevantes 
en la descripcion no perturbativa, es posible hacer predicciones sobre el regimen de acoplamiento fuerte, 
basados en las propiedades BPS de los mismos. 
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anticonmutantes del superespacio. 
3.4.1 Superespacio 

Discutiremos el caso de superespacio N = 1. Con el fin de interpretar el superalgebra de 
Poincare como un algebra de Lie, el superespacio se introduce agregando cuatro grados de 
libertad fermionicos 6 a , 8 a , a los bosonicos x M ya existentes. La propiedad fermionica se 
manifiesta en que estas coordenadas anticonmutanF] 

K, e p } = {r , ¥} = {e a , ¥} = o (3.eo) 

Con estas propiedades para las variables 6 se deduce que 

[6Q,6Q] = WvHP^ (3.61) 
[9Q,9Q] = (3.62) 
[6Q,6Q} = (3.63) 

Esta definicion motiva la definition del elemento del grupo de super-Poincare como 

G{x, G, 9, a) = e i[-^P,+eQ+eQ] e ~^M^ (3 64) 

Es claro entonces que (x^, 9 a , 8 a ) parametrizan el espacio cociente 4 + 4-dimensional: super- 
Poincare N = 1 modulo Lorentz. Este espacio cociente es conocido como superespacio rigido 
N = 10. 

A partir del elemento del grupo ec. ([3.64|) , es posible deducir la accion del grupo sobre las 
coordenadas del superespacio. Usando la formula de Hausdorff 

e A e B = e A + B + l/2[A,B]+... (3 g 5) 

obtenemosQ 

G(a, £, £)G(x, 6, 6) = G(x + a + ida£ - i£a9, + £,0 + £) (3.66) 



n Los indices a, a se suben y bajan siguiendo las convenciones del apendice. 
12 Rigido se refiere a supersimetria global. 

13 Los terminos de orden mayor se anulan en el presente caso, debido a ( 3.63| ) 
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Frente a una transformation supersimetrica con parametros £ y £, las coordenadas del su- 
perespacio transforman como 

x » _> ^ = x 11 + 19^-1^9 (3.67) 
_> = # + £ (3.68) 
-> = # + £ (3.69) 

Dado que estas transformaciones son implementadas por el operador i{^ a Q a + £,aQ a ), es facil 
obtener una representation en terminos de operadores diferenciales actuando en el superes- 
pacio 

P» = id» (3.70) 

iQ a = d a - ia»J & dp , iQ a = -d a + i9 a a^ Aa dp (3.71) 

% Q* = ia^9 a dp , tQa = -B & + i9 a a£ a dp (3.72) 

Las cuales satisfacen el algebra ( |3.26| ) con N = 1 a menos de un signo Es util definir 

derivadas covariantes frente a las transformaciones supersimetricasQ 

D a = d a + ia^9 & dp , D a = -d a - i9 a a» ha 8^ (3.73) 

D & = 5* + i^ &a 9 a dp, D a = -da - i6 a a^ dp (3.74) 

Estas derivadas anticonmutan con todos los generadores Q, Q. 
3.4.2 Supercampos 

Un supercampo es simplemente una funcion de las coordenadas del superespacio (x^, 9 a , 9 a ). 
Como las variables 9 son Grassmann, el desarrollo de Taylor tiene un numero finito de 
terminos. Los campos usuales aparecen como las componentes del supercampo al expandirlo 
en 9. Un supercampo escalar arbitrario toma la forma 

e, 9) = f(x) + 9<p{x) + 9x(x) + 9 2 m(x) + 6 2 n(x) + 9a"9Ap(x) 

+e 2 9\(x) + e 2 9tfj{x) + e 2 e 2 d(x) (3.75) 



14 Usando la regla de la cadena es facil ver que dp — d/dx^ es invariante frente a (3.69), pero que d a 
d/80 a y B a — d/dO a no lo son. 
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Bajo una transformation supersimetrica infinitesimal, el supercampo transforma como 



6$(x, 9, 9) =i[£Q + ZQMx, 9, 9) (3.76) 

Dado que conocemos la action de las supercargas Q como operadores diferenciales en el 
superespacio Q3.72| ) podemos, desarrollando ( |3.76| ) encontrar las transformaciones super- 
simetricas de los campos usuales. Se obtiene 

hf = & + lx (3-77) 

6z<p a = 2m^ a -(^) a [A fl + tdJ} (3.78) 

5^t = 2nC + (^f[A ll -id fl f] (3.79) 

= &+\lfo (3-80) 

6 in = (3.81) 

5^ = ^X + ^ + i(^-^x)-^^-^Px) (3.82) 

5f\« = 2d^ + ^(^a u )%A u -i(^)%m (3.83) 

6& a = 2dZ a - l -(^a») a d,A u -i(^) a d,n (3.84) 

k d = \% [^X + ^ip] (3.85) 



donde hemos denotado ft = o^d^ y $ — o^d^. La utilidad del formalismo de supercampos 
se descubre al observar que la componente mas alta del supercampo escalar <£>, el campo d, 
transforma como una derivada total frente a transformaciones supersimetricas^]. Luego, ig- 
norando terminos de superficie, la integral en el espacio-tiempo de la componente mas alta de 
un supercampo escalar es invariante frente a supersimetria. Los lagrangianos supersimetricos 
pueden entonces construirse tomando la componente mas alta del supercampo apropiado. 
La forma elegante en que se denota la componente "invariante" frente a supersimetria dentro 

del formalismo es mediante una integral en todo el superespacio (ver apendice [FJ). 

15 Las dimcnsiones de las variables anticonmutantes, medidas en unidades de energfa, se deducen de ob- 
servar que 

{Q,Q}~P => [Q\ = \ [0] = ~\ (3-86) 
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Hemos demostrado que los supercampos escalares forman una representation lineal (off- 
shell) del algebra supersimetrica N = 1. Sin embargo esta representation es reducible. La 
forma en que se obtienen las distintas representaciones irreducibles es imponiendo vmculos 
al supercampo. Senalemos sin embargo, que el supercampo escalar generico no es com- 
pletamente reducible, esto significa que la represent acion reducible $ no es una suma de 
representaciones irreducibles. 

3.4.3 Representaciones irreducibles 

Supercampo quiral: El supercampo quiral esta caracterizado por la condition^ 

= (3.88) 

El vinculo anterior se resuelve facilmente haciendo un cambio de variables en el superespacio 
de (x, 9, 9) -> (y, 6, 9) donde 

y » = x » + iOa^O (3.89) 
El cambio de variables esta motivado porque 

= (3.90) 
D & 9 P = (3.91) 

Luego, toda funcion de (y, 9) es un supercampo quiraQ. La solution para el vinculo es 

9) = (f>(y) + V29i>(y) + 9 2 F(y) (3.94) 

donde (j>(y) y F(y) son campos escalares complejos, mientras que ip(y) es un espinor de Weyl 

(^,0). Tenemos 4 + 4 = 8 componentes de campo reales off-shell, estas son el doble que 

16 Debido a que {Q,D} = {Q,D} = {Q, D} — {Q,D} = tenemos que, frente a una transformation 
supersimetrica, £>$ transforma covariantemente 

$ G$ => D(G$) = GD<5> . (3.87) 



donde G esta dada por (3.64). Luego, la condition de quiralidad es in variantc 



17 E1 cambio de variables transforma las derivadas covariantes (3.74) en 



D a = d a + 2i(a»8) a d fl (3.92) 
D & = <9 d (3.93) 



donde aqui 9 M = d/dy^. 
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las que aparecen en las representaciones irreducibles on-shell. La expansion total en 0's de 
( PI ) es[3 

$(y,9) = (f){x) + V26ilj(x)+6 2 F(x) (3.101) 

+i0a fl ed fl <f>(x) - ^ r d 2 d^{x)a»d - -9 2 9 2 n(j)(x) (3.102) 
\/2 4 

Las transformaciones supersimetricas infinitesimales para los campos son 

5<p = V2£?p (3.103) 

5ip = V2£F + V^ia^d^ (3.104) 

5F = iV2 d^a^ip) (3.105) 

En notation de espinores de cuatro componentes, agrupando (£ a ,£ Q ) — > H y (ipu^ a ) — > ^ 
(ver apendice ^), toman la forma 

50 = i=H(l + r 5 )vl> (3.106) 



= -= 



;i + r 5 )(F + iVd^) + (i - r 5 )(F* + iVd^*) s (3.107) 



= 3 M (S(1 -T 5 )r^) (3.108) 

Notemos que la variation de F es una derivada totaQ Tenemos entonces que el supercampo 
quiral define una representation lineal off-shell de supersimetrfa N = 1. La expresion on- 
shell de las transformaciones se obtiene al reemplazar el campo auxiliar F por su ecuacion 
de movimiento (que resulta ser una ecuacion algebraica). En general las transformaciones 
on-shell seran no lineales. 



18 E1 supercampo quiral corresponde al supercampo escalar general con el siguiente vinculo 

X(x) = (3.95) 
n(x) = (3.96) 
A^x) = idj(x) (3.97) 

X(x) = - l -d^ (3.98) 

ip{x) = (3.99) 

d(x) = —□/(*) (3.100) 

es facil verificar que las transformaciones supersimetricas N = 1 respetan este vinculo. 

19 La manera de obtener elegantemente la componente mas alta de un supercampo quiral es integrando en 
las variables quirales (ver apendice |b|) . 
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La representation del campo quiral <£> = (0, ip) corresponde on-shell al multiplete super- 
simetrico que contiene un campo escalar complejo y un fermion de Weyl ip (cf. (|3.36| )). 

Los supercampos antiquirales se definen de la manera obvia. Si 9) es un campo 
quiral, &(y\9) sera un campo antiquiral, esto es, satisfara 

D a & = (3.109) 
$t = &( y \9) , = a? - iBe^e (3.110) 

Dado que D a y obedecen la regla de Leibniz, todo producto de supercampos quirales 
(antiquirales) es un supercampo quiral (antiquiral). 

Supercampo vectorial: Este multiplete se define como un supercampo real 

V(x, 9, 9) = V\x, 9, 6) (3.111) 

en componentes 

V(x, 9,9) = c + 9ip + 9$ + 9 2 m + 9 2 m* - 9uHA il 

+i9 2 (9\ + -9pip) - id 2 (6\ - -9pi>) + 9 2 9 2 (^D - -De) (3.112) 

Tenemos entonces 4 escalares reales, 2 espinores de Weyl y un campo vectorial real. El 
numero total de componentes es 8 + 8 = 16 componentes reales y corresponde a una repre- 
sentation irreducible off-shell con el doble de grados de libertad que la representation on-shell 
masiva correspondiente aOi. La presencia del vector en el supermultiplete sugiere em- 
plearlo para construir modelos supersimetricos invariantes de gauge. Debemos, entonces, 
definir la generalization de la invarianza de gauge en el caso supersimetrico. 

Definimos las transformaciones de gauge supersimetricas (supergauge) del multiplete vec- 
torial como 

V^V + A + A j (3.113) 

donde A (A^) es un supercampo quiral (antiquiral). Desarrollando en componentes vemos 
que es posible elegir convenientemente A de manera de llevar al supercampo V al gauge de 
"Wess-Zumino" donde c = ip = m = 

V wz = -9(^9 A„ + i9 2 9\ - i9 2 9\ + 9 2 9 2 ^D (3.114) 
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La election del gauge WZ fija todas las componentes del campo quiral A = (<p, \, G) excepto 
la correspondiente a la parte imaginaria del campo ip. Es facil ver desarrollando (|3.113|) en 



componentes que fijado el gauge de WZ aiin tenemos la libertad de realizar transformaciones 
de gauge abelianas sobre 

A.^A. + d.cp 1 (3.115) 



con if 1 = 21m(ip). De esta manera, el campo vectorial A^ transforma frente a (|3.113|) de la 



manera esperada. El gauge de Wess-Zumino no es invariante frente a sup er simet nap ! sin 
embargo aun habiendolo fijado tenemos la libertad de realizar transformaciones de gauge 
abelianas sobre A^. Las transformaciones supersimetricas infinitesimales para los campos 
son 

SwzAp = -i(&r M A + £^A) (3.116) 
8 wz \ a = i(D^ a -F^(a^Oa) (3.117) 
5 WZ D = d^a^X-^X) (3.118) 

Que en notation de espinores de cuatro componentes toman la forma 

SwzA^ = —i Sr^A (3.119) 
5 WZ A = t(DT 5 - F^Yryz (3.120) 
5 WZ D = <9 M (Hr M r 5 A) (3.121) 

A partir de V definimos el supercampo de curvatura como^ 

W a = -D 2 e- 2V D a e 2V (3.122) 
8 

= t\ a -6 a D+ t -(a^6) a F llu -6 2 (f\) a (3.123) 



20 La situacion es analoga a lo que sucede en las teorias de gauge usuales, el fijado del gauge de Coulomb Aq 
no es invariante de Lorentz, si queremos permanecer en el gauge de Coulomb luego de una transformacion de 
Lorentz, debemos realizar una transformacion de gauge adicional. En nuestro caso, si queremos permanecer 
en el gauge de WZ luego de una transformacion supersimetrica debemos realizar una transformacion de 



supergauge adicional. Por lo tanto en ( 3.118|) denotamos por 5wz = S^ 311 ^^ +5( SG ' ) donde <5( SG ) corresponde 



a la transformacion de supergauge adicional que es necesario realizar sobre el supercampo V' = V +5 > ' SUSY ^V 
para llevarlo al gauge de WZ. 

21 Como veremos mas abajo, en el caso abeliano W a es invariante de gauge por lo tanto puedo calcular 



(3.122) en el gauge de WZ, la particularidad de este gauge es que V 3 — 0. Luego, la exponencial tiene un 



numero finito de terminos. 
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es el tensor de campo electromagnetico usual F^ v = d^A v — d u A^. W a es un supercampo 
quiral e invariante de gauged 

W a -> ^D 2 D a (V + A + A*) 

= W a + -D 2 D a A (dado que -DqA" 1 " = 0) 

= W a - ^D {Dp, D a }A (dado que D^A = 0) 

= PV Q (3.124) 

donde en el ultimo paso usamos que 

{D $ ,D a } = ~2a^P, 

[DP,P,] = . (3.125) 

Los campos de materia, representados por supermultipletes quirales $, cambian frente a 
una transformation de supergauge como 

$ ^ g-SA^ ; $t ^ $t e -2At (3 126 ) 

Combinaciones 

fc^S (3.127) 

son invariantes de gauge. 

En la generalization no abeliana V pertenece a la representation adjunta del algebra 
V = V a t a y las transformaciones de gauge se implementan como 

e 2V ^ e -i2M e 2V e i2A donde; A = ^ (g ^g) 

con [t a ,U} = ifabctc- El supercampo de curvatura se define por ( |3.122j ), cuya expresion en 
campos componentes queda 

W a = iX a - 6 a D + ~{a»a v e) a F^ - 6 2 (f\) a (3.129) 
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W a no es un campo quiral arbitrario, satisface el vinculo D a W a = D a W a . 
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donde ahora las expresiones para la fuerza de campo y la derivada covariante actuando 
sobre el gaugino son 

= d^A v — d v A^ + i[Afj,, A v \ (3.130) 
{f\) a = a^(^A A + i[A M ,A d ]) (3.131) 

En el caso no abeliano W a es covariante frente a transformaciones de gauge (cf. ec. (|3.124J) ) 

W a -> e~ i2A W a e i2A (3.132) 



Las transformaciones supersimetricas toman la forma ( p,118| ) recordando ahora que los cam- 



pos toman valores en el algebra de Lie del grupo de gauge elegido. El fijado del gauge de 
WZ en el caso no abeliano es mas sutil pero una vez realizado, el unico grado de libertad que 
queda en A es el correspondiente a las transformaciones de gauge usuales, las que se realizan 
tomando A = a donde a es un campo real. 



39 



Chapter 4 



Teoria de Born-Infeld-Higgs Abeliana 
y cotas BPS 



En este capitulo estudiamos la extension supersimetrica N = 2 del modelo Born- 
Infeld-Higgs en tres dimensiones espacio-temporales y derivamos las ecuaciones de 
BogomoVnyi-Prasad-Sommerfield (BPS) para el sector bosonico. La supersimetna im- 
pone una forma particular para el potencial del campo de Higgs y para el acoplamiento 
del mismo con el campo de gauge (cuya dinamica esta determinada por la accion de 
Born-Infeld) . Derivamos las cotas de BogomoVnyi para la energia del vortice a partir 
del algebra supersimetrica; las ecuaciones BPS resultantes coinciden con las obtenidas 
en el modelo de Maxwell- Higgs. 

Discutimos tambien la estructura BPS para modelos no polinomicos generales, mos- 
trando la ineluctabilidad de las ecuaciones de BogomoVnyi. 

El interes en 3 dimensiones se debe a que en este espacio-tiempo se conocen soluciones 
de vortice para las ecuaciones de BogomoVnyi. Estos resultados son parte de las 
contribuciones originales de esta tesis 

4.1 Introduction 



La extension supersimetrica de la teoria de Born-Infeld [PJ-[P] fue analizada en p5|-|56 
empleando tecnicas de superespacio. Mas recientemente, se estudiaron las extensiones su- 
persimetricas de la teoria de Born-Infeld en 10 dimensiones, de interes dada su conexion con 
la dinamica de Dp-branas 0-0,0-1^,0-^3]. 



El objeto del presente capitulo es estudiar las relaciones de Bogomol'nyi y las soluciones 
BPS para el modelo de Born-Infeld-Higgs y para modelos no polinomicos generales, temas 
mtimamente relacionados a la extension supersimetrica de los mismos. Con este fin, cen- 
tramos el analisis en la extension supersimetrica iV = 2 de la teoria de Born-Infeld en tres 
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dimensiones espacio-temporales. La election del espacio-tiempo d = 3 simplifica los calculos 
sin perder generalidad. Es posible mostrar que al ser acoplada de manera particular a un 
campo de Higgs la teoria de Born-Infeld, admite para su sector bosonico una cota de Bo- 



gomol'nyi [I8|. Esto sugiere que dicha teoria deberia poder ser supersimetrizada. Como 
consecuencia de la construction realizada en [|l£| las ecuaciones BPS resultantes coinciden 
con las de la teoria de Maxwell- Higgs. Este punto sera discutido hacia el final del presente 
capitulo en conexion con la extension supersimetrica de modelos no polinomicos generates. 
Como es sabido, las relaciones de Bogomol'nyi pueden ser halladas estableciendo una 



desigualdad entre la energfa del sistema y la carga topologica |L7j o analizando las rep- 
resentations del algebra supersimetrica en presencia de extensiones centrales [21]. Para 
este ultimo punto de vista es muy instructivo derivar expticitamente, usando el metodo de 
Noether, el algebra supersimetrica, descubriendose asi el origen de las propiedades BPS de 
los estados y mostrando la igualdad entre la extension central y la carga topologica. Este 
procedimiento fue seguido para el modelo de Maxwell-Higgs en [ 2<J . En el presente capitulo 
realizamos un analisis similar para el modelo supersimetrico de Born-Infeld-Higgs. 

El plan de este capitulo es el siguiente: en la primera section construiremos la teoria de 
Born-Infeld con N = 1 supersimetrias en d = 4 dimensiones dando una formula explicita para 
el lagrangiano fermionico, necesario para la construction de las cargas supersimetricas. En 
la section siguiente resumiremos el modelo supersimetrico de Higgs con ruptura espontanea 
de la simetria de gauge. En la section 4 procederemos a realizar una reduction dimensional 
a d — 3, obteniendo la teoria de Born-Infeld-Higgs con N = 2 supersimetrias. Mostraremos 
el origen supersimetrico de las ecuaciones BPS en la section 5; el algebra supersimetrica 
N = 2 sera construida en la section 6 en donde se discutiran las cotas de Bogomol'nyi. La 
sensibilidad de las ecuaciones BPS a la dinamica asociada al campo de gauge sera discutida 
para modelos polinomicos generates en la section 7. En la ultima section discutiremos los 
resultados obtenidos. 
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4.2 El modelo supersimetrico de Born-Infeld 

En esta section construiremos el modelo de Born-Infeld (BI) con N = 1 supersimetrfas en 
d — 4. En la proxima section lo acoplaremos a un campo de Higgs y en la subsiguiente 
obtendremos mediante la tecnica de reduction dimensional el lagrangiano supersimetrico 
N = 2 en d = 3. 

El lagrangiano de la teoria de Born-Infeld en espacio piano d = 4 se define como [0 



e 2 



u -det^ + i^] ) (4.1) 



(para las convenciones ver el apendice [A]). 
Calculando el determinante obtenemosQ 

det ( s „ + 1^) = -1 - ^F~F„ + (F-F, 

lo que nos permite expresar (^4.1| ) en la forma 



(4.5) 



= ^ 1 - \ 1 + T^F-Fr - — (FVF,.,) (4.6) 



e 2 v V 2/? 2 » v 16/? 4 
= + 3^ ((^) 2 + (^) 2 ) " Y^^ 2 ((^) 2 + (^) 2 ) + (4-7) 

(Aqm, = |£ 7 «,po--r ?p ' T ). De esta expresion vemos que el lmiite a la teoria de Maxwell se 
obtiene haciendo (3 — > oo. El llamado lfmite ultra Born-Infeld corresponde a f3 — > y da 
una action topologica (ec.( [4.2l| )). 

La extension supersimetrica del lagrangiano de Born-Infeld que presentaremos sigue los 



lineamientos de ||55||-||56||. Es de notar, sin embargo, que si bien la derivation de la parte 



bosonica del lagrangiano ha sido construida en las referencias anteriormente citadas (ver 



tambien |57j-|58||) desarrollaremos aqm una description detallada pues, para nuestros fines, 



1 E1 determinante en M4 (Minkowski d = 4) puede ser calculado usando 

det( 5 + F) = cxp(trln(.g + F)) (4.2) 
= -1-1/2F 2 + 1/4(F 4 -1/2( J F 2 ) 2 ) (4.3) 
= -1 - 1/2F 2 + 1/16(FF) 2 (4.4) 

donde F 2 = F^F^, F 4 = F/ F p ° FJ 1 y FF = F^F^. Ver el apendice [a| para identidades del tensor 
electromagnetico. 
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es necesario conocer tambien parte de los terminos fermionicos, que son necesarios para el 
calculo del algebra supersimetrica, y estos no fueron calculados en dichos trabajos. 
Comenzamos escribiendo el lagrangiano de BI ( |4.1|) en la forma 



(4i 



donde 



1 

go = 



2 

(-l) n+1 (2n-l)! „ , . 

q n = 1- {- for n > 1 4.9 

H 4"(n + l)!(n-l)! ~ v ; 

(<?0 = ~\, qi = a, qi = -Jq, <?3 = <?4 = "256, •••)■ 

La Ec.( |4.8|) puede ser reescrita como 

c« - it^t (") (^^] (~ij^f (4-10) 

El ingrediente basico en la extension supersimetrica de la accion de BI es el supermultiplete 
quiral de curvatura 

W a = ^D $ D?D a V (4.11) 

donde V es el supercampo vectorial real V = V\ Para la convention de las variables quirales 
y derivadas covariantes ver el cap. |3]. 

Recordemos que el lagrangiano de Maxwell N = 1 es construfdo en terminos de los 
supercampos quirales W a y su hernritico conjugado W& haciendo 

1 



rSUSY 

^Maxwell 4g2 



J d 2 e w 2 ( y , e) + J d 2 e w\ y \e\ 



(4.12) 



cuya expresion en terminos de los campos componentes del multiplete vectorial es 

cflELi = ^-\ F ^ F " U + D ^-^-2 ( x f x + ( 4 - 13 ) 



Para poder construir las potencias superiores de F y FF, que aparecen en ( |4.10[ ), nece- 



sarias en la expresion de la accion de BI, se mostro en ||55|| , que deben incluirse en el desarrollo 
potencias de los supercampos reales X y Y definidos como 

X = -{D 2 W 2 + D 2 W 2 ) (4.14) 
8 
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Y = — — (D 2 W 2 — D 2 W 2 ) (4.15) 
El motivo es que, como se muestra en el apendice, 

X\ Q = (-F^F^ - D 2 ) + i\f\ + (4.16) 

Y\ = \{\f» v F, v + A^A - A0A). (4.17) 

De manera que las componentes mas bajas (8 = 9 = 0) de los supercampos X y Y incluyen 
los invariantes F 2 y FF. Potencias arbitrarias (F 2 ) n y (FF) m se obtienen en las componentes 
mas bajas de X n y Y m respectivamente. 

Consideremos entonces el siguiente lagrangiano supersimetrico que como veremos dara 
origen en su parte bosonica a teorfa de BI 

1 r /. /. n oo 



rSUSY _ - 



f d 2 e w 2 + [ d 2 e w 2 + a ^ I d A e w 2 w 2 x s y 1 (4.is) 

donde son coeficientes a determinar. La ec.( f4.18|) corresponde al lagrangiano propuesto 



en 



55|-[56|. En lo que respecta al ultimo termino de (|4.18|) , es importante senalar que para 
la construccion del lagrangiano de BI, no solo es necesario considerar W 2 y W 2 sino que 
tambien se deben introducir productos de estos dos supercampos quirales. En efecto, dado 
que la componente mas alta 9 2 9 2 de W 2 W 2 toma la forma 

W 2 W\^ = e 2 6 2 [{D 2 - -iVF^) 2 + (-F^Fr) 2 + fermiones) (4.19) 

podemos ver multiplicando esta expresion por los supercampos (|4.14|4TT5D sera posible re- 



producir las potencias superiores de F 2 y FF necesarias en la expansion de ( |4.1(ffl 

Mediante la construccion ( |4.18| ) es posible supersimetrizar lagrangianos L de la forma 

C = -—F, U F^ + £ c st [ (-F^Fn 2 + (-F^ u Fn 2 ) {F^) s (i^F^) (4.20) 



^ e s,t=0 

Una consecuencia inmediata es que todos los lagrangianos supersimetrizables se reducen al 
termino topologico 

^ Y \f=±.f = ^A^ V (4-21) 



2 No existen en W 2 W 2 otros terminos puramente bosonicos mas que los expresados en (4.19), luego para 
obtener luego de la integration en el superespacio componentes puramente bosonicas necesitamos supercam- 
pos que contenga en sus componentes 6 = 8 = terminos puramente bosonicos, y dichos supercampos son 
(PH)-(p~15l) 
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sobre soluciones autoduales, = ±iF fMU , o sea que saturan una cota de Bogomol'nyi 
|T3,H,|^2j- El lagrangiano de BI satisface esta propiedad ya que en el caso abeliano es 



posible escribir [] 



det(v, + - p F, v ) = ^(1 + ^F 2 ) 2 - JL^i* + zFF) (F 2 - zFF) 



= v (1± ^ F ^ )2+ ^ (FT ^ )2 (4 ' 22) 

Los coeficientes offi en la ec.( |4.18| ) deben ser elegidos entonces de manera de obtener como 
parte bosonica del lagrangiano C^{ SY el lagrangiano de BI ec.(f4~5p. 

Concentremonos en los terminos puramente bosonicos de C^ SY . Esto se logra poniendo 
los fermiones a cero: 



C 



SUSY 
BI 



BOS 



# K r ^pA^-2D^- w ^F^) J (4.23) 

Notemos que al reemplazar la ecuacion de movimiento para el campo D (que en el presente 
caso es D = 0), la parte bosonica del lagrangiano supersimetrico coincide con el lagrangiano 
de BI C B i\d=o = £bi- 

Los coeficientes offi pueden ser calculados imponiendo la identidad (|4.23|) . A partir de las 
componentes bosonicas de W 2 W 2 (dadas en el apendice) es posible encontrar una relacion 
de recurrencia que conecta los coeficientes a en el lagrangiano supersimetrico de BI con los 



coeficientes q de la expansion del lagrangiano de BI (ver ec.( f4.9| )), 



a 



M _ 1 

00 " 8e 2 /3 2 



EAtn-j | J 1 

<-'-'-- o \ 3 / " +J -' 

o? L+i = (4.24) 

z 00 — 8' "10 ~~ 16' "20 — 128' "02 — 32' "30 _ 256' "12 ~~ 64 ' " '' aollae e _ P _ L J- 



3 En la expresion (4.22) se debe entender F 2 = F^F^ y FF = F^F^". La formula (4.22) es valida en 
el caso no abeliano si se emplea la prescription de traza simetrica (ver cap. |5|). 
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Podemos a esta altura escribir una formula compacta en terminos de supercampos para 
la extension supersimetrica del lagrangiano de Born-Infeld, usando la siguiente identidad 



-^F^ + _L^((^F^) 2 + (F, u Fn 2 )K (4.25) 

2 



donde 1Z es la funcional de F y FF defmida como 



n = \ f i + ^ V" + + ^ V- - y^( f ^) 2 ) ( 4 - 2 6) 



A partir de la ec.( |4.25| ) encontramos entonces la expresion compacta en terminos de super- 
camposQ 

(4.27) 



Esta expresion fue hallada en [56] y discutida como realization no lineal de una segunda 



supersimetria en |57[],||60|,pl]](ver tambien |p8 



Con el conocimiento de los coeficientes el lagrangiano supersimetrico de Born-Infeld 
puede ser escrito explicitamente en la forma 

£-m SY = £BI + C-fer + Cfb (4.28) 

donde Cf er contiene terminos puramente fermionicos de autointeraccion mientras que Cf b 
incluye los terminos cineticos de los fermiones y terminos cruzados boson-fermion. Am- 
bos terminos pueden ser calculados como expansiones en potencias crecientes de campos 
fermionicos y bosonicos. Para la discusion que nos proponemos hacer de las relaciones de 
Bogomol'nyi a traves del algebra supersimetrica, veremos que sera necesario conocer solo 
ciertos terminos cuadraticos en los fermiones (ver section [1.5]). 

Para ser precisos, solo los terminos cuadraticos de la forma Xd^X y Xd^X contribuyen al 
algebra de cargasQ. Por lo que escribiremos explicitamente, solo tales terminos en £f b . 

4 Entonccs, los coeficientes a son los correspondientes al desarrollo 1/4(1 + X/2 + yl + X — Y 2 )^ 1 = 

5 Terminos de orden mayor a dos en fermiones se anulan al poner los fermiones a cero en el algebra de cargas 
luego de calcular los conmutadores. Los terminos sin derivadas no contribuyen a las cargas supersimetricas. 
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Analizando las componentes de los supercampos W 2 W 2 , X eY (ver apendice [B|), vemos 
que los terminos que nos interesan en el producto W 2 W 2 X s Y t son cuatro y corresponden 
esquematicamente a las siguientes componentes en terminos de fermiones 



(PQ_ : A < > 6 : d\ 

Wo_ : A < — > 6:d\ 

6 2 6 2 : XdX < ► 6 = 6 = : 

6 2 6 2 : < > 6 = 6 = : A<9A 

Denotaremos como ~\~ £fb l^ 

suma de los terminos relevantes (los terminos restantes 
de orden mayor o igual en campos fermionicos pueden ser calculados facilmente), tenemos 
entonces 

C fb = C T fb [X, dX] + Cf b [X, dX] + otros terminos (4.29) 



X s Y t 



donde 



L) h X,dX =- T1 XpX-iY l ^ ) ^ v d tl X(X B os) s - 1 (Y BO s) t - 1 
{-2iX BOS Y BO s + A*{isY BOS + \x B os)) (a6£ + ^""O, 



C I / b [X,dX}=C I f 



fb 



X,dX 



(4.30) 
(4.31) 



X BOS = ^ V" ~ D " 



Yijos - I 



Las expresiones de A y VL* w VL pv , calculadas en el apendice, estan dadas por 



A = D 2 - \f^F^- 1 -F»' l \ 



JT"'^ = (d 2 + \F aP F a ^ 5; - 2D^F m + 2F u "F pli 



(4.32) 



(4.33) 
(4.34) 
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Reescribiendo los terminos fermionicos mediante espinores de Majorana de cuatro com- 
ponentes A (ver apendice [A]), tenemos para £/& 



CO 

Ze s,t=0 



(iA$AY BO s [s(X 2 BOS 

+ ^bos) ~ X B os (Zbos — 2X B os] 
+2iAT^d u A(DF Ufl - F vp F p \ \x B osY B os + 2 (2sYl os + tX 



BOS 



+AT b pAX B os [t(X BOS + AYi os ) + AY^ os + Y BOS Z BOS {s - 2t) 
-2AT 5 T fl d u A(DF ull - F up FP)X BO sY B os(s - 2t)) + otros term. (4.35) 



donde X B os J Ybos fueron definidos en ( [4.32| ) y 

1 



Zbos = \F^ V + D 2 (4.36) 



Terminamos esta seccion senalando que el lagrangiano supersimetrico de Born-Infeld ( 4.28|) 



£>IU SY — £BI + £fer + £fb 

es invariante bajo las siguientes transformaciones de supersimetria A^ = 1 

5 T A M = -OT M A 5 r D = -TT 5 pA 

5 T A = i(-F pv W u + DT 5 )T (4.37) 

donde T es el parametro de la transformation supersimetrica (fermion de Majorana) con- 
struido a partir de los parametros de Weyl eye. 

4.3 El modelo supersimetrico de Higgs 

En la seccion anterior construimos la teorfa de Born-Infeld supersimetrica N = 1 en d = 4. 
El lagrangiano construido determina la dinamica del campo de gauge. Dado que estamos 
buscando relaciones de Bogomol'nyi para la teorfa de gauge espontaneamente rota, con- 
sideraremos, ademas del lagrangiano ya obtenido, un lagrangiano supersimetrico de Higgs 
invariante de gauge al que agregaremos el termino de Fayet-Iliopoulos para que la simetria 
de gauge este espontaneamente rota (realizada en el modo de Goldstone). Este lagrangiano 
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puede ser construido a partir del multiplete escalar quiral $ acoplado al supercampo vecto- 
rial real V. El modelo es bien conocido y lo describiremos fundamentalmente para establecer 
nuestras convenciones. 

El bloque de materia necesario en la construction de la accion supersimetrica de Higgs 
es el supermultiplete chiral $ = (<p,ip,G) cuya expansion es 

$(y,9) = + V26ip + 9 2 G (4.38) 

Contiene un campo escalar complejo <p (campo de Higgs), un espinor de Weyl tp (higgsino) 
y un campo auxiliar complejo G. La accion supersimetrica de Higgs invariante de gauge 
requiere ademas introducir el multiplete vectorial real Vwz = {A^, A, D) que describimos en 
la section anterior. 

La accion de Higgs invariante de gauge con ruptura espontanea de simetria se escribe 

£ S m g % = I d 2 9d 2 9 ($t e 2y $ - 2? v) . (4.39) 

El primer termino da lugar a los terminos cineticos invariantes de gauge para los campos 
pertenecientes al supermultiplete mientras que el segundo (termino de Fayet-Iliopoulos) 
genera la ruptura de simetria, cuando se reemplaza en la accion la ecuacion de movimiento 
para el campo auxiliar D (£ es el parametro dimensional de Fayet-Iliopoulos). La accion 
( [4.391 ) en terminos de los campos componentes de los supermultipletes queda, en el gauge de 
WZ, 

C s H u ig s g Y s = D^D^ - I* ^ + &G + -^= (Ar 5 v|/(0 + 0t) _ M>{<j> - 0t)) 

+Z)0 f - i 2 D (4.40) 

Hemos reagrupado los espinores de Weyl ip y ip en un espinor de Majorana Las derivadas 
covariantes son = + iA^ si actuan sobre el campo escalar <p y = <9 M + iT^A^ si 
actiian sobre el fermion de Majorana La accion ( |4.40|) es invariante frente a las siguientes 



6 E1 fermion de Majorana solo puede aparecer acoplado quiralmente al campo de gauge debido a que 
WF 1 * = 0. 
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transformaciones de supersimetria (en notation de Weyl) [] 

5^ Z) <P = V2ei; Si wz) G = iV2epi; + 2ie\ 

5i wz) ^j = V2Ge + tV2^)(j)e (4.41) 

donde e es el parametro (Weyl) de la transformation supersimetrica y Jp = a^D^ con = 



<9 M + iAp. 



Recordemos brevemente como se genera la ruptura espontanea de simetn'a en el modelo 
supersimetrico de Maxwell-Higgs. Al agregar a la action ( fQ9 ) la dinamica de Maxwell 



( 4.12j ), los terminos que contienen al campo auxiliar D son (ver (|4.13| ),( f4.40|) ) 

C D = ^D* + DM 2 -e) (4.42) 
La ecuacion de movimiento para D resulta 

iD+(|0| 2 -a = O (4.43) 
e z 

obteniendose, al reinsertar la expresion para D en el lagrangiano, un potential efectivo para 
el campo de Higgs <fi 

£ bos = —F^F^ + D,^Dy - V[<t>\ 

V[<P] = ^D* = ^{W-e) 2 (4.44) 

Vemos claramente que la invarianza frente a supersimetn'a impone una relation entre la 
constante de acoplamiento de gauge e y el acoplamiento en el potential de Higgs A que 
coincide con la condition de Bogomol'nyiQ 

A = ^ (4.45) 

para la existencia de una cota para la energfa y ecuaciones de primer orden cuyas soluciones 
satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange del modelo []i"5[],[]r7|,p3f . 



7 Las transformaciones ( |4.41| ) corresponden a la composition de una transformation de supersimetria y 
una transformation de supergauge para permanecer en el gauge de WZ, esta es la razon por la que aparece 
la derivada covariante en la transformation para el higgsino y el campo auxiliar (ver discusion en el cap. |^). 

8 Esta misma relation se deduce, en un analisis puramente algebraico, completando cuadrados en la 
expresion para la energfa de las soluciones Jl7[. 
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Estudiaremos ahora el caso en el que la dinamica del campo de gauge esta dada por 
la accion de Born-Infeld. Veremos como el potencial ad-hoc para el campo de Higgs pro- 
puesto en |18[] para lograr una cota de Bogomol'nyi, esta determinado umvocamente por la 



invarianza supersimetrica del modelo BIH. 

4.4 El modelo supersimetrico N = 2 de Born-Infeld- 
Higgs en d = 3 

Procederemos ahora a la reduccion dimensional a d = 3 dimensiones espacio-temporales. 
Mediante este procedimiento obtendremos una teoria supersimetrica N = 2. Es en este caso 
en el que las relaciones de Bogomol'nyi aparecen relacionadas con la supersimetria. 

La reduccion dimensional se realiza de la siguiente forma: los campos se toman indepen- 
dientes de 23 ( ^3 = 0) 9 . Para el campo vectorial se toma A3 = N donde N transforma 
como un escalar bajo 50(2, 1). Tenemos entonces un campo escalar real extra con dinamica 
al reducir a un modelo 3-dimensional. La reduccion dimensional de un fermion de Majorana 
en d = 4 da origen a dos fermiones de Majorana d = 3 que se pueden acomodar como un 
fermion de Dirac en d = 3 (ver apendice 0)F1. 

Reduciendo dimensionalmente ( f4.28p , obtenemos la accion de Born-Infeld N = 2 

S {3) = SlU + SfJ + Sfl (4.46) 



Aqui 



r,(3) _ ft 1 , ,-j 
bos ~ ' 



(4.47) 



En lo que respecta a S$ , puede ser escrita como 



fb 

s$ = -h ! ***** + i £ a - (^t 1 ( y<3, r' 

le J s,t=0 



9 Desde el punto de vista de Kaluza-Klein, la idea es pensar que x 3 es una coordenada compacta. Al 
desarrollar los campos en Fourier para a; 3 solo excitamos el modo cero. 

10 La aparicion de N y los dos fermiones de Majorana de dos componentes es natural cuando se estudia la 
descomposicion de representaciones de 5*0(3, 1) D 5*0(2, 1). 
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donde 



s ((X^f + (Y^) 2 ) Y® + - Z^) X^Y^ 



+ Ux^ ((i' 3 ') 2 + (r< 3 )) 2 ) + (y^) 2 x^ 

(X^ Vij + 2F lk F*) [xV>Y<® (F lk F k 3 + °- - t) 



+ ( s (Y®Y + t(x® 



+ Zd j ZDFi 



Y®) 2 + 2t (X^) 2 - (1 + 2s - At) X^Y^ | + 0(S 4 ) (4.48 



X® = -FvF** — D 2 — (mf 
y(3) = piQ. N 

Z (3) = ^2 + l p pij 



(4.49) 
(4.50) 
(4.51) 



y S es un fermion de Dirac construido a partir de la reduction dimensional de A 



£ = A 2 + iAi 



(4.52) 



(3) / / ^ 

Finalmente, oL^. es la accion puramente fermionica obtenida mediante reduction dimensional 
cuya forma explfcita es irrelevante para nuestros propositos, o sea el calculo del algebra 
supersimetrica. 

Procedamos ahora a reducir dimensionalmente la accion de Higgs (09). La misma toma 



la forma [£3] 



o(3) 
Higgs 



d 3 x ( | A0I 2 - W + \g\ 2 - ^(^S0 + 

V 2 V2 



^(|0| 2 -^ 2 ) + -NQQ-N 2 \<p\ 2 



(4.53) 



Aqui es un escalar complejo cargado, Q es el espinor de Dirac construido a partir de la 
reduction dimensional de ^ como 

Q = Vi + z^j (4.54) 

A/" un escalar real y G un campo auxiliar complejo. La derivada covariante esta defmida 
como 

A = d t + iAi. (4.55) 
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Usando la trivial ecuacion de movimiento para el campo auxiliar G, la action ( |4.53| ) se reduce 
a 



S 



(3) 

Higgs 



J d 3 x {\D4\ 2 - lp - ^( fiS< ^ + 



D 



2 t2 



(4.56) 



La action supersimetrica iV = 2 de Born-Infeld-Higgs en d = 3 esta dada finalmente por 



c(3) _ o(3) , q(3) , q(3) , Q (3) 
^St/SY — °6os "r °fb °fer D Higgs 



(4.57) 



donde las diferentes acciones fueron definidas en las ecs. ( [4.46D -( [4.48| ) y ( |4.56| ). Las dimen- 
siones de los parametros y campos en unidades de masa son: 



m 



[e] = m 2 [£] = m 2 



(4.58) 



[(A„,iV, £,£>)] 

[((p, Q, G)} = (l7l% ,171,171%) 



m, m, m 2 ,m 

1 3 . 



(4.59) 



La action ( |4.57| ) es invariante bajo las siguientes transformaciones de supersimetria N = 2 



S T< j) = ^Tfl 5 r n = iV2(i 0<f) + Nc/))T 5 r N = -|TS + h.c. 

S r Ai = -|f 7iE + h.c. <5 T £ = -i(A i:j F ij + D- ^N)T 5 T D = -±TpE + h.c. 

(4.60) 

donde hemos reagrupado los 2 parametros independientes en un fermion de Dirac T = €2+it\. 

Recapitulemos el contenido de campos luego de la reduction dimensional y veamos su 
origen 

d = A d = 3 

-> Ai@N 
V : ^ A (Majorana) — > £ (Dirac) 
D — > D 



$ : < ^ (Majorana) -» (Dirac) 
[ G -> G 

La reduction dimensional genera a partir del supercampo real V en <i = 4: dos multipletes 
N = 1 en d = 3 uno espinorial real (A^Ax) y otro escalar real (N,X 2 ) que resultan estar 
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acoplados de manera de poder ser acomodados en un multiplete supersimetrico iV = 2 en 
d = 3. De manera analoga tenemos para el supercampo quiral $ en d = 4: dos multipletes 
escalares reales (0i,-0i) y (02, "02), donde en estos ultimos 0i Y 02 son las componentes real 
e imaginaria de 0, y ip\ y -02 los fermiones que provienen de la reduccion dimensional de 
ambos multipletes acoplados de manera que es posible acomodarlos en un supermultiplete 
N = 2 en d = 3. 

La accion ( 4.57| ) contiene aun el campo auxiliar D. Partiendo de la accion ( |4.57| ) con 



todos los fermiones puestos a cero, tenemos para el campo auxiliar 



C D = ~Jl- tU 2 + tL^F* ~ ^N&N - ±-{e ijkF *&<N)* + D(\<j>\ 2 - £ 2 ) (4.61) 



La ecuacion de movimiento para D resulta, 



D = \m % } =Jl + —^FvFn - —diN&N - —(enkF'WN) 2 (4.62) 

Reinsertando en la accion (|4.61|) y poniendo los fermiones a cero obtenemos la accion bosonica 



4 3 ^i/ e ,=o = / d 3 x J (i - Ji + j 2 (i0p - e? 



2 



(4.63) 



que en el lfmite f3 — ■> oo coincide como era de esperar con la reduccion a d — 3 del modelo 
de Maxwell-Higgs (|4.44|) . 



Es interesante destacar que en nuestro tratamiento, el potencial de ruptura de simetria 
aparece como un factor multiplicativo dentro de la raiz cuadrada de BI, como resultado de 
la extension supersimetrica de la teoria bosonica ( |4.1|) acoplada a un campo de Higgs . Esto 
significa que, la invarianza supersimetrica N = 2 fuerza esta particular forma funcional para 
la accion (lo mismo sucede si uno permanece en d = 4 con una teoria N = 1). En |18] esta 



forma funcional fue seleccionada del conjunto infinito de posibilidades de acoplar el campo 
de Higgs y su potencial de ruptura de simetria a la teoria de BI, pidiendo que el modelo 



tuviera las ecuaciones de Bogomol'nyi usuales ||ITfl . Luego, la supersimetria explica la razon 



de tal election asociada al modelo de Born-Infeld-Higgs. 
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4.5 Cota a la Bogomol'nyi 



Veamos como, a partir de la action ( 4.63f) , es posible obtener una cota a la Bogomol'nyi para 
la energia de las soluciones (cf . []T7| , [|T8[] ) . Partiendo de la action bosonica Q4.63Q consideremos 
el caso estatico con A = N = 0. En este caso la densidad de energia de una configuration 
esta dada por (cf.0)E3 



£ 



2 



'1 + 



P 2 



e ^ 1 + J_ FabFab _F +lDa 



\ 



— f B ± e 2 

/3 2 I 



+ -(£abDa4>c =F £cdDb4>d) 2 ± £ab£cdDa4>cDb<t>d 

> TB(\(j)\ 2 - e) ± e ab e cd D a ^ c D b ^ d 



> ± ^-e ab F a 

> ±d a S a 



£ 2 ) + e ab e cd D a (j) c D, 



bVd 



(4.67) 



(4.68) 



(4.69) 



S a = £ab(£cd4>cD b (f) d - A b ^ 2 ) 

La igualdad se cumple cuando se satisfacen las ecuaciones de Bogomol'nyi 



(4.70) 



F afe = ±£ afe e 2 (|0| 2 -£ 2 ) 

£abDa4>c = ±E cd D b (J) d , 



(4.71) 
(4.72) 



11 Analizamos el caso estatico por lo que los indices que emplearemos a,b — 1,2 corren solo sobre las 
componentes espaciales del piano bidimensional. 

• El tensor e ab lo definimos completamente antisimetrico con £12 = 1. 

• Descomponenemos la derivada covariante sobre el campo de Higgs en sus partes real e imaginaria 



definiendo 



D a (/) = {d a + iAJifa + ifc) = (dafa - A a <j) 2 ) + i(d a (f> 2 + A a <j) 2 ) 



D a 4>b = (dafib - £bcA a 4>c) 



(4.64) 



(4.65) 



donde como es usual los indices internos (en el espacio complejo) se mezclan con los de espacio tiempo. Con 
estas definiciones vale la siguiente igualdad 



£ab(D a 4>Y D b 4> = ie ab e cd D a (j)cD b (j) d 



(4.66) 
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que para el presente modelo coinciden con las del modelo de Maxwell-Higgs cf. [JTTf (ver sec 



La ecuacion (|4.72|) se suele escribir en forma compacta como 

©0 = o D0 = (4.73) 

definiendo D = D\ + iD 2 y = 4>\ + i<p2- 

Para hallar la energfa E de las soluciones integramos £ en el piano. Cuando la configu- 
ration tiene energfa finita, necesariamente D a (p c — > en el infinito. Luego, solo contribuye 
el segundo termino de ([4 . T0|) quedando 



E (vort) > | [ d 2 x divS \=£ 2 \ £ A- dx\ = £ 2 G (4.74) 
donde denotamos por 6 al flujo magnetico que, en las soluciones solitonicas, resulta estar 



cuantizado |63l , [|64|1 , |T? 



6 = 2vr|n| (4.75) 
La energfa del vortice BPS resulta ser independiente de la constante de acoplamiento 

4p?=£ 2 2ttM (4.77) 

4.6 Ecuaciones BPS en el modelo de Born-Infeld-Higgs 

Como vimos en el capftulo anterior, al extender las supersimetrfas del modelo de N = 1 a 
iV = 2, y en presencia de cargas centrales, es posible tener representaciones masivas "cortas" 
del algebra^. Veremos que los estados bosonicos correspondientes a estas representaciones 
satisfacen ecuaciones diferenciales de primer orden o ecuaciones de Bogomol'nyi-Prasad- 



Sommerfield |2z|-||23||. El algebra supersimetrica que da origen a la cota de Bogomol'nyi, 



deducida algebraicamente en las ecs.( [4.67| )- (|4.69| ), sera discutida en la proxima seccion 



12t 



Expresadando la relation ( 4.76 ) en terminos de la masa del vector de gauge M% = 2e £ queda una 



expresion comparable a la del monopolo ]G3| , |GJ 

p (vort) _ m2 ™ ( mon) _ 4vrm 

E BPS =M V -^- E BPS =M w —p- (4.7b) 

La diferencia a senalar entre d=2 + lyrf = 3 + les que en el primer caso la constante de acoplamiento es 
dimensional [e] = m 1 / 2 mientras que en el segundo es adimensional. 

13 Estas representaciones masivas llamadas BPS como senalamos, son las linicas que pueden volverse no- 
masivas mediante mecanismos dinamicos 1l3| , pM . 
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Desde el punto de vista supersimetrico, las ecuaciones de Bogomol'nyi ( |4.71| )-( |4TT2"| ) se 



derivan del analisis de las variaciones supersimetricas del gaugino y el higgsino. Considerando 
las variaciones supersimetricas para estos fermiones ecs. ([4.60|) en el caso estatico con A = 
N = tenemos 

5 r n = -V2-f a D a (f)T 

<5 T X = -t(A ab F ab + D)T (4.78) 
Eligiendo para las matrices 7 la siguiente representation 

^-fSJi) ^-f!o') w 



obtenemos 



<S T fi = -iV2 { ° "Mr (4.80) 





6 r Z = -i( D+ B D % )r . (4.81) 



donde hemos usado (|4.73|) . 

Descomponiendo el parametro supersimetrico N = 2 como T = I Cl ] vemos que las 
ecuaciones BPS para un "fondo" solitonico (anti-solitonico) resultan de imponer la anulacion 



de las variaciones supersimetricas ( |4.80| ) y ([4.81]) generadas por e\ (e 2 ). La otra mitad de los 



generadores supersimetricos es no nula y se dice que la mitad de la supersimetria esta rota. 
El efecto de estas cargas rotas actuando sobre el estado bosonico BPS es el de generar los 
estados fermionicos del multiplete "corto" |-BPS. 

Las ecuaciones BPS para un vortice con flujo magnetico positivo y el modo cero fermionico 
sobre el mismo (companero SUSY) se obtiene mediante las condiciones 

5 e2 S = -> ^e 0lj F^ = -D (4.82) 
5 t2 tt = -> D 1( f) = -iD 2 <p (4.83) 



4 X S ^ 

5 ei n ^ 
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(4.84) 



Usando la formula exphcita para D podemos reescribir ( f4.82| ) en la forma 



-£oaF ij = ; g2(l f |2 ^ + (4.85) 

De estas ecuaciones, obtenemos una expresion simple para el campo magnetico que de 
hecho coincide con la ecuacion de Bogomol'nyi usual obtenida cuando la dinamica esta 
determinada por la accion de Maxwell (ver ec.( [4.43|) ) 

B^- l -e 0l] F^ = e 2 {e-W) (4.86) 

Esto se sigue de la expresion exphcita dada por (|4.62|) ; elevando al cuadrado y separando 
potencias en l//? 2 queda 

£>* _ / 2 (|0| 2 _ £ 2) \ 2 + (e 2 (|0| 2 -e 2 )) 2 p 2 _ l p2) = q (4>g7) 



{3 2 v 2' 

Luego, D = — e 2 (|0| 2 — £ 2 ) valida a orden cero en 1/ j3 2 , tambien es solucion a todo orden ya 
que de ( |4.62|) se sigue que D 2 = \F 2 . 



2 

Las ecuaciones ( |4.86| ) y ( [4.83|) son las ecuaciones de Bogomol'nyi para el sistema de Born- 



Infeld-Higgs. Coinciden con las que aparecen en el sistema de Maxwell- Higgs (las ecuaciones 
originales de Bogomol'nyi JT^|-(T^]) y tienen entonces las mismas soluciones exactas encon- 



tradas originalmente en |T5 



El hecho de que las ecuaciones de Bogomol'nyi coincidan con las del modelo de Maxwell- 
Higgs no es casualidad y sera analizado en la ultima seccion. En la proxima seccion ob- 
tendremos la cota en la energia desde la perspectiva supersimetrica analizando el algebra 
supersimetrica. 

4.7 Algebra supersimetrica N = 2 y cota de Bogo- 
mol'nyi 



A partir del modelo 3-dimensional definido por la accion ( |4.46| ) , se puede facilmente construir 



la corriente conservada asociada a la supersimetria, mediante el procedimiento de Noether, 
y, a partir de ella, los conmutadores de las cargas. Las correspondientes supercargas Q y Q 
pueden ser escritas de la siguiente forma 

Qr =f d2x ^^ + om hn) (4 - 88) 
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Q = 7 °Q t (4.89) 

Luego de un poco de algebra se obtiene 

Q=~j d 2 xY> \L + 2 E 4?(5 2 - ^ 2 ) S ((2 S + 3)D 2 - 

B 2 - 2{s + 1)7°SD)^ ( 7 °5 + D) + ^= J d 2 x Q^pcf) (4.90) 

Q = -5 / *x (B + 7 °D) 1 + 2 £ aff (£ 2 - D 2 )* 

2 J \ e s=0 

((2s + 3)D 2 - B 2 - 2(s + 1)7°5D)^ E - -J= | d 2 x 7°^)^ (4.91) 

Consideramos aqm vortices de Nielsen-Olesen, tomando A = iV = luego de la diferen- 
ciacion, y nos restringimos al caso estatico. Mas importante, solo nemos incluido terminos 
lineales en los campos fermionicos, pues estamos interesados en derivar, a partir del algebra 
supersimetrica, los terminos puramente bosonicos que dan origen a las ecuaciones de Bogo- 
mol'nyi. Terminos no lineales en fermiones necesariamente dan contribuciones fermionicas 
que se anulan al poner los fermiones a cero una vez calculada el algebra. 

Del algebra de cargas supersimetricas ( |3.20|) para nuestro modelo podemos obtener ex- 



plicitamente la cota de Bogomol'nyi en terminos de la energia y la carga central. Dado 
que la expansion del lagrangiano de BI en potencias de 1//3 2 da origen a primer orden a la 
teoria de Maxwell sera instructivo mostrar como obtenemos a este orden las correspondientes 
contribuciones al algebra supersimetrica y presentar luego los argumentos que conducen al 
resultado completo. Tenemos entonces para las cargas supersimetricas a orden cero en 1//3 2 , 
que denotamos como y Q^ \ 

g(°) = __L J d 2 x tf^B + D) + ^=Jd 2 x (4.92) 

Con est a expresion y que puede ser calculada de la ec. fl4.89p , podemos computar el 
algebra supersimetrica que toma la forma (ver apendice |CD 

{Q(°),Q( )} = -(f>(°) + ZM) (4.93) 

con Pj el 3-momento y Z la carga central. Usando las expresiones explicitas para Q^°> y 
obtenidas arriba podemos calcular el anticonmutador de las mismas correspondiente al 
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lado izquierdo en ( [4.93| ). Comparando con el lado derecho en la ultima ecuacion podemos 
identificar 14 

P (0) = 

= {Q®,Q®}) 

1 



d' 2 x y— 2 B* + \D a <p\ 2 + ^M 2 - e?) (4.95) 

Z(°) = -itr({Q(°),gW}) 

= J d 2 x (j^DB - ie ab {D a <PYD b ^ 

= f d 2 x (-5(|0| 2 - i 2 ) - ie^DdYDrf) = -i 2 I A-dx (4.96) 

Nos restringimos al caso estatico, a, b = 1, 2 toman valores sobre indices espaciales, y hemos 
usado la solution de la ecuacion de movimiento para D ( 4.62 ), a orden cero en 1//3 2 ( 4.43Q . 



El resultado ( |4.96| ) muestra que la carga central del algebra supersimetrica, a orden Maxwell, 
es igual a la carga topologica de la solution. De hecho es igual al flujo del vector de 
Bogomol'nyi ( }4.70|) . 

Consideremos ahora el orden siguiente en la expansion en 1//3 2 . En este caso, en lugar 
de (|4.92|) tenemos 

QO) = gW - -l- 2 J d 2 x^ Q(3L> 2 - B 2 ) - j'BD^j (j°B + D) (4.97) 
y la solution ( [4.62; ) para el campo auxiliar a primer orden en 1//3 2 es 

= -e 2 (|0| 2 - e) (l + ^ (B 2 - e 4 (|0| 2 - £ 2 ) 2 )) (4.98) 
Del anticonmutador de las cargas supersimetricas en este caso resulta 

P (1) = / d 2 x (±B 2 + \D a( p\ 2 + ^ 2 D 2 + ^{D 2 - B 2 )(B 2 + 3D 2 )) 



1 Las reglas de anticonmutacion para los campos fermionicos que se derivan del formalismo canonico son 

{S^(f),S^y)} = -2e 2 6 aP S^(x-y) 

{nl(x),Qp(&)} = -25 a p8^\x-y) (4.94) 
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= Jd 2 x [^ 2 B* + \D a ^ + e -m-e) 2 

{B 2 ~ e 4 (|0| 2 - £ 2 ) 2 ) (B 2 + e 4 (|0| 2 - e 2 ) 2 )) (4.99) 

Z {1) = J d 2 x (±DB - ie ab (D a (f))*D b (J) + -J^DB(D 2 - B 2 )^ 
= J d 2 x (-5(0 2 - e) - ie ab (D a <f>)*D b (l>) 

+ w Bm2 ~ e) ^ ~ e4(l0 ' 2 " (4 ' 100) 

Es posible resumar la serie en la expresion de la carga supersimetricas ec. ( |4.90| ) obteniendose 
como resultado 

Q = -^- 2 J ^St(l + / + l°g)(l°B + D) + -j= j 'd 2 xrf 0<P (4.101) 



con 



donde 



/ = -1 + - ? ? BD ,„ N (4.102) 

J B 2 -D 2 (B 2 - D 2 ) 2 V ; 

g = ^±^( N - , WD ^ 9 m) (4.103) 

y B 2 -D 2 \ {B 2 - D 2 ) 2 ) V ; 



M = ^-(^±^-i3 2 ) (4.104) 



(3 2 \ R 
E 
~R 



N = — 15— (4.105) 



R= ^l + ^(B 2 + D 2 ) (4.106) 
Con esto ya es posible calcular el algebra supersimetrica 

{Q,Q} = -tf + Z) (4.107) 

e identificar la energfa y la carga central en terminos de / y g, 

E = ^Jd 2 x [{B 2 + D 2 )(f + 1) + 2gBD) + j d 2 x\D a <p\ 2 (4.108) 

Z=^Jd 2 x ((B 2 + D 2 )g + 2(f + l)BD) - % J d 2 xe ab (D a <PY 'D h <j> (4.109) 
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Ahora, usando la ecuacion de movimiento para el campo auxiliar D (ec.( |4.62) )) podemos ver 
que el lado derecho en las ecs. (|4.108|) -( f4.109D toma la forma (|4.67|) 



Z = [ d 2 x (-5(|0| 2 - e 2 ) - iE ah (D a <pyD b <p) = -e <f A-dx = -£ 2 2vm (4.111) 

Vemos que, flnalmente, Z esta dada por la misma expresion que en el caso de Maxwell. 
De hecho, esta coincidencia no es accidental y puede entenderse de la siguiente manera. Al 
obtener la cota en la energia a la Bogomol'nyi, mirando la teorfa puramente bosonica de 
Born-Infeld-Higgs, escribimos la energia como una suma de cuadrados Q4.6S ). Al efectuar 



esta manipulation se obtiene en adicion a los terminos cuadraticos un termino de superficie. 
Este termino de superficie es el responsable de la aparicion de la carga topologica como 
cota de la energia. Ahora bien, este termino de superficie no es modificado por el hecho de 
trabajar con el lagrangiano de BI o de Maxwell. Es mas, las ecuaciones de Bogomol'nyi, que 
provienen de pedir que valga la igualdad en ( |4.69| ) coinciden en ambas teorfas (veremos en 
la ultima section que esto no es casualidad). Visto desde el punto de vista supersimetrico, 
la cota en la energia se debe a la presencia de la carga central, la cual no depende de la 
forma del termino cinetico para el campo de gauge. Hagamos hincapie en que los resultados 
obtenidos en las ecs.( |4.101"|) - (|4.11i| ) corresponden al modelo supersimetrico de Born-Infeld 
exacto donde no hay aproximaciones en potencias de 1//3 2 . 

La cota para la energia en el modelo supersimetrico de BIH resulta de una propiedad 
general de las representaciones supersimetricas con N > 2. Al estudiar las representaciones 
del algebra supersimetrica N = 2 para el caso masivo (ver capitulo anterior y IJ) notamos 
que en presencia de cargas centarles las representaciones satisfacen 

M>\Z\ (4.112) 

Esta es la interpretacion supersimetrica de la cota de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield. En 
particular, la igualdad es valida cuando existe un estado fisico que es aniquilado por alguna de 
las cargas supersimetricas Q\BPS) = 0, a este estado particular se lo llama estado BPS0. 



15 



Lo que sucede en un backgroud BPS es que el mismo forma un multiplete supersimetrico con mcnos 
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Esta es la razon de haber impuesto la anulacion de las variaciones supersimetricas de los 
fermiones de la teorfa (ver ec. ( f4 . 8 8|) , ([4 . 8 2|) - ( }4 . 8 3|) La cota Bogomol'nyi en el presente 



caso coincide, como se senalo anteriormente, con la de la teorfa de Maxwell- Higgs, 

P° = E>\Z\ (4.113) 

o 

E>£ 2 2n\n\ (4.114) 

donde n es el niimero de lineas de flujo de campo magnetico medidas por la carga central Z 
que coincide con la carga topologica |^3 . 



4.8 Unicidad de las ecuaciones de Bogomol'nyi 

En esta section discutiremos las ecuaciones de Bogomol'nyi en teorfas de gauge generates 
(que dependen de los dos unicos invariantes fundament ales F^F^ y F^ U F^ U ) acopladas a 
campos escalares de Higgs de forma minima |BB|. Analizando su extension supersimetrica, 
mostraremos explicitamente porque la estructura BPS resultante es insensible a la forma par- 
ticular del lagrangiano de gauge. El lagrangiano de Maxwell, el de Born-Infeld o lagrangianos 
no polinomicos mas complicados, Dan todos lugar a las mismas ecuaciones y cotas de Bogo- 
mol'nyi, las cuales estan determinadas por el algebra supersimetrica subyacente. 

Con el proposito de poder hallar una cota a la Bogomol'nyi para la teorfa de Born-Infeld- 
Higgs los campos escalares de Higgs fueron acoplados en |1|-[]19] de manera de reproducir 
las relaciones BPS ordinarias (p.ej. Maxwell o Yang-Mills). En las secciones anteriores 



mostramos que el lagrangiano sugerido en [18] asi como las ecuaciones BPS propuestas re- 



sultaron univocamente determinadas en el punto de vista super simetrico. Como consecuencia 
de estos resultados, es valido preguntarse por la sensibilidad de las relaciones BPS al tipo 



estados que los que uno esperarfa para un multiplete masivo. En particular un multiplete 1/2-BPS ticne el 
mismo niimero de estados que un multiplete no masivo y es el candidato natural para representar bosones 
de gauge que sufren ruptura espontanea de simetria|2l|. 



16 La propiedad ( 4.112 ) para el estado i/jbps es exacta para la teoria que consideremos, mientras la 
supersimetria no este rota, no solo clasica sino cuanticamente, ya que fue derivada utilizando teorfa de 
representaciones y algebra. Este es el fundamento del estudio de dualidades en teorias supersimetricas de 
campos y de cuerdas. 
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de dinamica para el campo de gauge. El proposito de la presente seccion es responder a tal 
pregunta. 

Una respuesta rapida surge de observar que, en el contexto supersimetrico, como se 
serialo anteriormente, las ecuaciones de Bogomol'nyi se obtienen imponinedo que se anulen 
las variaciones supersimetricas del gaugino y del higgsino, y como estas variaciones son las 
mismas independientemenete del tipo de lagrangiano que se este analizando es de esperar 
que las relaciones resultantes no dependan de la forma del lagrangiano. Sin embargo, la 
dinamica asociada con el lagrangiano interviene a traves de la ecuacion de movimiento para 
el campo auxiliar D (perteneciente al supermultiplete vectorial) el cual aparece precisamente 
en la transformation super simetrica del gaugino. Es entonces a traves del campo D que la 
forma del lagrangiano puede, en principio, alterar la forma general de las relaciones BPS. 

Lo que mostraremos en esta seccion es que supersimetrfa junto con la ecuacion de 
movimiento (algebraica) para el campo auxuliar D hace que las realciones BPS permanezcan 
inalteradas independientemente de la election del lagrangiano. 

Presentaremos el analisis considerando un modelo abeliano invariante de gauge general 
en d = 3. Nuestros argumentos deberfan ser validos, sin embargo, para otros modelos 
como por ejemplo generalizaciones del modelo de Georgi-Glashow SO (3) y tambien en otras 
dimensiones de espacio-tiempo. 

La construccion del lagrangiano general invariante de gauge acoplado a un campo de 
Higgs la realizaremos nuevamente en d = 4. Luego, reduciendo a d — 3, obtendremos el 
modelo supersimetrico N = 2. 

Como senalamos en secciones anteriores, el supercampo basico para la construccion de 
una action invariante de gauge supersimetrica en d = 4 es el supercampo (quiral) de cur- 
vatura W a definido a partir del supercampo real V ([4.1 Las extensiones supersimetricas 
de las teorfas de Maxwell y Yang-Mills se construyen precisamente a partir de W a con- 
siderando W 2 y su conjugado hermftico W 2 (|4.12|) . Ahora bien, dado que deseamos con- 
struir lagrangianos mas generates vimos que es necesario considerar los supercampos X e 
Y defmidos en (4.14)-( ]1.15|) | rr [ Recordemos las componentes puramente bosonicas de los 

17 Mediante los supercampos W, X, Y podemos construir los lagrangianos generales supersimetrizables que 
dependen de F 2 y FF pero no de sus derivadas. 
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mismos 
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(4.116) 



El tercer supercampo necesario en la construction del lagrangiano invariante de gauge mas 
general, es la combination W 2 W 2 cuya unica componente puramente bosonica se encuentra 
en la componente mas alta del supercampo 



W 2 W 2 \^ 



t)W ( (D 2 - l -F pv F^) 2 + { l -F pv F^f 



(4.117) 



Remarquemos entonces, que toda la dependencia de ( f4.115| )-( [4.117[ ) en la curvatura F pu y el 
campo auxiliar D es en la combination 



(3 2{ 2 



hi/ j 



(4.118) 



y este hecho tendra consecuencias importantes en nuestra discusion. Aqui, para poder definir 
la variable adimensional T hemos introducido el parametro dimensional (3 con las mismas 
dimensiones que F^ (ver ec.( |4.58j )). Su interpretation es, como vimos en el capitulo 0, el 
maximo valor de campo que admite la teorfa de Born-Infeld 

Estamos entonces en condiciones de escribir el lagrangiano supersimetrico N = 1 e in- 
variante de gauge mas general en terminos de X, Y y W 2 W 2 (ver ec. ( |4. 18| ) ) 

c s ^! Y = -f- (w 2 d 2 e + w 2 d 2 e) + i- V bf / d 4 e w 2 w 2 x s y 1 (4.119) 

4e 2 J V J e 2 f^ Q J 



donde hemos factorizado la constante de acoplamiento e. 
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El primer termino del lado de derecho de la ec.( ffTTTD ) depende tambien de F^ v y D a 
traves de la combination ( |4.118| ), propiedad que ya observamos al construir la extension 
supersimetrica de la teoria de Maxwell (ver ecs.( |4.12j )-( |4.13] ))P|- El segundo termino gen- 
era una teon'a no polinomica. En el caso abeliano que estamos analizando, el lagrangiano 
bosonico invariante de gauge mas general que se puede construir para el campo de gauge 

es una funcion arbitraria f(A,B) donde A = F^ V F^ U y B = F^F^ U (ver apendice |A|). 
Como fue discutido en las secciones anteriores y en la expresion supersimetrica ( f4.119| ) 
permite construir solo extensiones supersimetricas de lagrangianos bosonicos que puedan ser 
expresados en serie de potencias como 

oo 

]T bf {A 2 + B 2 ) A s B l (4.120) 

s,t=0 

Por supuesto, como vimos en la ec.( |4.25p , la teon'a de Born-Infeld puede ser escrita con un 
lagrangiano de esta forma. 

Del lagrangiano ( |4.119| ), para una adecuada election de los coeficientes bft (ecs.( [4.24]) ) 
y por reduccion dimensional, obtuvimos la teoria supersimetrica N = 2 de Born-Infeld en 
d = 3 (ec.( [4.46D ). El procedimiento estandar de reduccion dimensional (en la coordenada 
espacial £3) implica identificar A 3 con un campo escalar N. Al buscar soluciones auto- 
duales asociadas con vortices magneticos estaticos, el campo Aq (asi como el campo N) 
pueden ser puestos a cero, entonces podemos identificar la intensidad de campo F con el 
campo magnetico B como 

l -F l3 F^ = B 2 1, j =0,1,2 (4.121) 



donde 



B = - l -e ah F ab a, b = 1,2 (4.122) 

Una vez realizada la reduccion dimensional, obtenemos la version d = 3 del lagrangiano 
supersimetrico dado en la ec. (|4.119| ). Como ya senalamos anteriormente, mediante este 
procedimiento la supersimetria se extiende de iV = 1 a iV = 2. 



IS 



Por completitud recordemos que la ultima componcntc de W 2 (W 2 ) contiene el termino D 2 ~ \F tLV F^ v + 
iF llv F llv (D 2 — \F llv F ilv — iF^F^) de manera que la suma de integrales en y da como resultado la 
conocida extension supersimetrica de la teoria de Maxwell. 
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De lo discutido resulta que los terminos dependientes solo del campo de gauge en la parte 
bosonica del lagrangiano supersimetrico N = 2 pueden ser escritos en forma compacta como 

4=? 5) = ^£^ n (4.123) 

e n=l 

donde los coeflcientes c n son adimensionales y T (deflnido en ( [4.1 18| )) toma ahora la forma 



n 2 _ r 2 

F=— — (4-124) 
Notemos que la eleccion C\ — y c n = para n^l corresponde al lagrangiano de Maxwell 



2 

mientras que la eleccion c\ — |, c 2 = |, c 3 = — ^, . . . , da el lagrangiano de Born-Infeld 



para el campo de gauge. 

En lo que concierne al sector del campo de Higgs, en d = 4, el acoplamiento entre el campo 
escalar de Higgs y el campo de gauge A^, y la realization de la simetrfa en el modo de 
goldstone (simetria espontaneamente rota), surge del acoplamiento de los supercampos dado 
por la ec.( [4.39| ). La reduction dimensional no altera los terminos que contienen al campo 
auxiliar D perteneciente al multiplete vectorial real V, de manera que podemos escribir los 
terminos dependientes de D en la parte bosonica del lagrangiano supersimetrico d = 3 como 

fl2 co / n 2 _ R 2 \ n 

^ = ^E^(^^J +WI 2 -£ 2 ) (4-125) 

Podemos ahora obtener la ecuacion de movimiento para D de manera de eliminarlo. Escri- 
biendo tal ecuacion 

i oo / n 2 — r 2 \ n_1 

? 5> c n(— g^) 2D + (\<p\ 2 - e) = (4.126) 
podemos ver, comparando potencias en 1/ (3 2 que 

^ = -^(i0i 2 -a 

B = ±D (4.127) 



es la unica solution no trivial de la ec.( |4.12d ). Estas dos ecuaciones pueden ser combinadas 



en una sola que no es mas que la famosa ecuacion de Bogomol'nyi para el campo magnetico 
de los vortices de Nielsen-Olesen 

B = ±-f(\<f>\ 2 - e) (4.128) 
2ci 
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Esto muestra que la ecuacion de Bogomol'nyi para el campo de gauge en configuraciones 
de vortice (magneticos) es independiente de la forma particular del lagrangiano elegido para 
el campo de gauge dado que hemos probado la formula ( |4.128|) para el lagrangiano super- 
simetrico general ( ^4 . 1 1 9| ) H- ( [4 . 3 9| j . 

Analicemos ahora las transformaciones N = 2 que dejan invariante la teoria super- 
simetrica d = 3 de Born-Infeld-Higgs. Escribiremos solo las transformaciones que son rel- 
evantes para la discusion de las ecuaciones de Bogomol'nyi, esto es las del higgsino y el 
gaugino (que denotamos como Q y E), en el caso estatico y con A = N = ecs. ( |4.78|) -( |4.81|) 

= - M r = ( _° «■ ^ ) ( I ) (4,29) 



6 T Z = + D)T = -i( D ~ D + ^ ) ( ) (4,30) 

donde el parametro de la transformacion (Dirac) T lo hemos descompuesto en componentes. 

Como discutimos, pidiendo que se anulen simultaneamente las variaciones supersimetricas 
asociadas con el higgsino y el gaugino, se obtienen las ecuaciones de Bogomol'nyi. De 
hecho solo es efectivamente posible anular las variaciones generadas por e% o 62 obteniendo 
consecuentemente las ecuaciones para un soliton o un antisoliton. Por ejemplo, imponiendo 
que las generadas por e 2 sean cero, obtenemos de la variacion del higgsino la siguiente 
ecuacion de autodualidad 

5 62 tt = -f D l( p = -iD 2 <f> (4.131) 

Notemos que esta ley de transformacion depende de la manera en que el transporte paralelo 
es defmido en terminos del campo de gauge y no de la forma exphcita de la accion para 
el campo de gauge. Es posible entender entonces porque la ec. (|4.131|) es completamente 
independiente de la forma particular de la accion elegida para el campo de gauge, al menos 
para teorias con acoplamiento de gauge mmimcQ En lo que respecta a la ecuacion que se 
deriva de la transformacion correspondiente al gaugino tenemos, 

5 e2 S = -> -~SahF ab = D (4.132) 



19 Para un analisis de las ecuaciones de Bogomoln'yi en teorias de gauge con acoplamiento no mmimo ver 
ref.lH. 
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esta ecuacuion podria en principio depender del lagrangiano elegido para el campo de gauge 
a traves del termino D. Sin embargo, como hemos visto (ec. fl4.127|) ), la solution de la 
ecuacion de movimiento para D toma la misma forma independientemente del lagrangiano 
elegido para la dinamica del campo de gauge, dado que D siempre aparece como D 2 — B 2 . 

Esta propiedad puede ser verificada tambien analizando las dos supercargas que pueden 
ser obtenidas mediante el procedimiento de Noether. Como mostramos anteriormente para 
el caso de Born-Infeld, las supercargas Q y Q siempre pueden ser escritas en la forma 

Q = —^J d 2 x^H[B,D](-f°B + D) + A=J d 2 x^IZ>0 

Q = -— J d 2 x{B + 1 °D)H[B,D]Z- -^=J d 2 xj°(JZ)(Pyn (4.133) 

donde Ti es una funcional real de los campos D y B que puede ser calculada orden a orden en 
1//3 2 . Mas aun, las ecs. (|4.133|) son validas no solo al considerar la extension supersimetrica 
de la teorfa de Born-Infeld ec. (|4.101|) sino tambien el lagrangiano generico ( |4.119|) . La forma 
de H dependera del conjunto de coeficientes b^' . Lo que podemos ver facilmente es que vale 
la siguiente formula 

oo 

n = n MaxweU + £ n n [B, d) (4.134) 

n=l 

donde 

7~(-Maxwell = 1 (4.135) 

H n [B,D}\ B2=D2 = (4.136) 

Luego, la condicion Q\BPS) = se satisface cuando (B + 7°D)T = y p(f>T = para 
algun T ^ 0, independendientemente de la forma que tome la funcional Ti. Si eligimos que 
se anulen las transformaciones supersimetricas generadas por el parametro €2, obtenemos 
las dos ecuaciones de Bogomol'nyi ( |4.131|) , fl4.132|) . Por supuesto que esto era de esperarse 
ya que las expresiones (B + 7°D)T y P4>T, que aparecen en ( |4.133| ), generan las leyes de 
transformacion para el gaugino y el higgsino respectivamente. 

En lo que concierne al algebra de supercargas, al usar la condicion de Bogomol'nyi B = 
±D, solo la contribucion Maxwell de 7i sobrevive. Esto demuestra nuevamente que la 
estructura BPS no es sensible a la forma particular del lagrangiano para el campo de gauge. 
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4.9 Resumen y Discusion 



Estudiando la extension supersimetrica N = 2 del modelo de Born-Infeld-Higgs en d = 3 
dimensiones, hemos hallado las relaciones de Bogomol'nyi para el sector bosonico. El interes 
en 3 dimensiones se debe a que en este espacio-tiempo se conocen soluciones de vortice para 
las ecuaciones de Bogomol'nyi. Hemos encontrado un hecho notable: las mismas ecuaciones 
(y luego el mismo conjunto de soluciones) siguen valiendo cuando la dinamica del campo de 
gauge esta determinada por el lagrangiano de Born-Infeld. 

Originalmente, las extensiones supersimetricas a la teoria de Born-Infeld fueron cons- 



truidas usando el formalismo de supercampos [p^[]-|p6[ y solo el sector bosonico habia sido 
explfcitamente escrito en campos componentes. Dado que una de nuestras metas era derivar 
las relaciones de Bogomol'nyi partiendo del algebra supersimetrica N = 2, fue necesario 
explicitar el lagrangiano fermionico, al menos, a orden cuadratico en campos fermionicos los 
cuales dieron ordenes lineales en las corrientes de Noether siendo estas las unicas contribu- 
ciones no nulas al algebra en el sector de background puramente bosonico. 

Nuestro analisis muestra que la supersimetria fuerza una particular forma funcional para 
la accion bosonica en donde el potencial de Higgs entra dentro de la raiz cuadrada de Born- 
Infeld (ver ec. (|4.63|) de tal manera que las relaciones de Bogomol'nyi resultantes son las 
mismas tanto para la teoria de Maxwell como para la de Born-Infeld. 

Como era de esperar, la carga central del algebra supersimetrica N = 2 coincide con 
la carga topologica (el numero de unidades de flujo magnetico) del modelo mostrando que 
la cota de Bogomol'nyi no se modifica cuando se analiza la teoria de Born-Infeld. Esto se 
mostro construyendo el algebra supersimetrica y derivando la desigualdad de Bogomol'nyi 
en la forma usual. 

Analizamos fmalmente el lagrangiano supersimetrico mas general que es posible construir 
para el campo de gauge, tal que su parte bosonica dependa de los invariantes fundamen- 
tals F^Ffa, y F^F^y. Este lagrangiano general incluye, para una particular election de 
coeficientes, el lagrangiano supersimetrico de Born-Infeld, y tambien una clase infmita de 
lagrangianos que tienen propagacion causal f)5|| . Hemos mostrado porque las relaciones de 
Bogomol'nyi asociadas con el sector bosonico permanecen, para esta dada familia de la- 
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grangianos, inalteradas a pesar del lagrangiano elegido como dinamica para el campo de 
gauge: los lagrangianos de Maxwell, de Born-Infeld y lagrangianos no polinomicos mas com- 
plicadas tienen la misma estructura BPS. 

Finalmente senalemos que se podrfa realizar un analisis similar para el caso de teorias 
de gauge no-abelianas. A este respecto existe una ambigiiedad en la accion relacionada con 

que 



la forma de definir la estructura de traza. Para el caso de Born-Infeld fue senalado 46 



la traza simctrica dcfinida cn [Ti] parccc qucdar singularizada por consideraciones BPS a 
diferencia de otras defmiciones. Esto sugeriria la existencia de una extension supersimetrica 
para dicha accion. Este problema sera analizado en el proximo capftulo. 
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Chapter 5 

Teoria de Born-Infeld no Abeliana 



Usando los invariantes de curvatura naturales como bloques de construction en el for- 
malismo de supercampos, mostramos que el uso de la traza simetrica en la definition 
no-abeliana de la action de Born-Infeld es compatible con supersimetrfa. Analizamos 
su relation con la estructura de rafz cuadrada del lagrangiano no abeliano de Born- 
Infeld en el sector bosonico y discutimos tambien relaciones BPS en conexion con la 
construction supersimetrica. 

Estos desarrollos son parte de los resultados originales de esta tesis 



5.1 Introduction 

Acciones del tipo Dirac-Born-Infeld (DBI) surgen en el estudio de la dinamica de bajas 



energias de Dp-branas g§-0,0-|4j, g|-[g|,0,|7|-||. En el caso de la teoria de 



supercuerdas, se debe tratar con la extension supersimetrica de la accion DBI. Dado que 
cuando un niimero Af de D-branas coinciden, existe un aumento de simetria, la accion 
abeliana de DBI debe ser generalizada al caso no abeliano con grupo de gauge U{Af). La 



explication de este hecho debida a E. Witten ]36| es la siguiente: agregando cargas en los 
extremos de las cuerdas abiertas (factores de Chan-Paton) generamos un teoria de gauge 
en el espacio-tiempo. Restringiendo las cuerdas a un hiperplano (p + l)-dimensional (Dp- 
brana) obtenemos una teoria de gauge en el volumen de mundo de la brana. Si estamos 
en presencia de Af Dp-branas paralelas y separadas, al calcular los posibles estados de la 
teoria observamos que existiran Af estados no masivos correspondientes a cuerdas abiertas 
terminando en la misma brana, que daran origen a una teoria de gauge U(l)^, y Af 2 — Af 
estados masivos para las cuerdas (orientadas) terminando en distintas branas cuya masa sera 
proporcional a la separation entre branas. Si superponemos las branas en un mismo punto 
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todos estos estados masivos se vuelven no masivos y la teoria sufre un aumento de simetria 
U(l) — > U(Af) ~ U(l) X SU(J\f), obteniendose los Af 2 vectores necesarios para reproducer la 
adjunta del grupo de gauge U(N). 

En la literatura han sido discutidas varias posibilidades para la extension no abeliana 
de la accion de DBI [42|-[|f|,[51]. Basicamente, difieren en la manera en que se define la 
operacion de traza sobre el grupo. En el contexto de cuerdas, la operacion de traza simetrica 
sugerida por Tseytlin [4j] parece ser la apropiada. Entre sus ventajas podemos senalar que: 

(i) Elimina potencias impares de la curvatura no deseadas, implicando esto que la fuerza 
de campo F (pudiendo ser grande) debe variar lentamente dado que F 3 ~ [D,D]F 2 . Con 
este tipo de aproximacion abeliana (implica F's conmutantes) es posible hacer contacto con 
la accion efectiva a orden arbol de la teorfa de cuerdas abiertas plfFl 

(ii) Es la unica que da origen a una accion que es linealizada por las condiciones BPS y a 
ecuaciones de movimiento que coinciden con aquellas que resultan de imponer la anulacion 
de las funciones (3 para la teorfa de supercuerdas abiertas en presencia de campos de fondo 



Debemos mencionar, sin embargo, que existen algunos problemas no resueltos en lo que 
concierne al uso de la traza simetrica en la accion no abeliana de Born-Infeld. En particular, 
en 



62] se senalan discrepancias entre los resultados obtenidos con la teoria no abeliana de 



Born-Infeld simetrica y el espectro esperado en teorfas de branas. 

Como fue mencionado en ||46|| , el hecho de que la prescription de traza simetrica fuera 
singularizada por ser la que da origen a relaciones BPS deberia estar conectado con la 
posibilidad de supersimetrizar la teorfa de BI. Es esta la motivation de este capftulo, donde 
construimos la version supersimetrica de la accion no abeliana de BI, discutiendo el tema 
de la traza en los indices internos del grupo de gauge y las relaciones de Bogomol'nyi que 
resultan en el sector bosonico. 

Nuestro analisis extiende al caso no abeliano los resultados obtenidos en ]55] y en el 

l ~Es importante senalar que la accion efectiva no es unica. Precisamente los terminos que dependen de 
derivadas de F^ v , en la expansion perturbativa en d, son ambiguos dado que no estan determinados por las 
amplitudes de scattering on-shell de cuerdas [E9j. Este ambigiiedad esta relacionada con el hecho de que 
distintos lagrangianos pueden dar origen a la misma matriz S (teorema de equivalencia) . Desde el punto de 
vista de integral funcional tiene que ver con cambios de variable en la medida de integration que no afectan 
las condiciones de capa de masa. 
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capitulo anterior. 



5.2 Construccion de la accion 

Como vimos en el capitulo anterior, el objeto basico para la construccion de una teorfa in- 
variante de gauge supersimetrica es el supercampo vectorial (real) de gauge V que escribimos 
en la forma 

V(x, 6,6) = C + %6 X - iO~X + if 2 ( M + iN) - % -6 2 {M - iN) 

-0a*6Ap + i6 2 6{\ + % -p X ) ~ ^ 2 6(X + % -$x) + \&&{D + \uC) (5.1) 

donde C, M, N, D son campos escalares reales, A, x fermiones de Weyl de dos componentes y 
el campo de gauge. En el caso no abeliano que nos ocupa, el supercampo V toma valores 
en el algebra de Lie del grupo de gauge, luego 

V = V a t a (5.2) 

de manera que todos los campos componentes llevan un indice interno de grupcQ 

V = (C a , £ a , M a , iV a , A a ^ A a , D a ) 
A, = Ap a 
A = \H a 

D = D a t a (5.3) 
donde t a son los gener adores hermit icos 

[t\t b ] =if abc t c (5.4) 

trt a t b = C5 ab (5.5) 

La invarianza de gauge se generaliza en el caso supersimetrico, implement andose en terminos 
de supercampos segiin la ley de transformacion 

e 2V ^ e -^ e 2V e ^ (5 6) 



2 En el presente capitulo usaremos letras griegas fj,, v, .. para los indices espacio-temporales y letras latinas 
a, b, .. para referirnos a los indices internos de grupo. 
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donde $($^) es un supercampo quiral (antiquiral) que toma valores en el algebra de Lie del 
grupo de gauge. 

Dtp = (5.7) 

Explicitamente, 

<5> a (y,6) = <j) a + 6^ a + 6 2 F a (5.8) 

aquf cf) a = (pi + i(p2 y F a son campos escalares complejos y tp a es un espinor de Weyl. El 
supercampo $ representa la generalization supersimetrica de los parametros ordinarios de 
la transformacion de gauge. 

La invarianza de supergauge (gauge generalizada) nos permite elegir un gauge conveniente 
llamado de Wess-Zumino, en el cual C,x, M y N son puestos a cero, quedando un multiplete 
con el campo de gauge A^, el campo fermionico de Major ana A y el campo auxiliar real D 
(tomando todos valores en el algebra de Lie del grupo de gauge)0.La transformacion ( |5.6| ) a 
primer orden en $ implica, en el gauge de WZ, para la componente 66 correspondiente al 
campo de gauge A^, 

r^^V^^^ + i^, \)cj> x (5.9) 



donde (fit es la componente real de (p en (|57q ). La invarianza de gauge usual para A 



'-i-i- 



entonces, esta contenida en ( |5.6| ), que generaliza la transformacion de simetrfa a todo el 
supermultiplete. 

A partir de V, se construye el supercampo de curvatura (quiral) W a f\ 

W a {y,6) = l -D 2 {e- 2V D a e 2V ) (5.10) 

o 

A diferencia de Q5.61 ), bajo una transformacion de supergauge W a transforma covariante- 
mente, 

W a -> e- l2 *W a e i2 * . (5.11) 



3 El fijado del gauge de WZ es mas complicado en el caso no abeliano quedando una relation no lineal 
entre las componentes (02, X>F) C <& y los campos redundantes (C,x,M,N) C V. Sin embargo el resul- 
tado es analogo al del caso abeliano: fijado el gauge de Wess-Zumino tenemos aun la libertad de realizar 
transformaciones de gauge en A^. 

4 Analogamente a lo que sucede en el caso abeliano, en el gauge de WZ la expansion en serie de e 2V 
contiene solo un numcro fininto de tcrminos. 
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En lo que concierne al conjugado hernritico, W a , el mismo transforma como 

W& -> e~ i2 * f Wae i2 ^ (5.12) 
Escrito en componentes, W a toma la forma 

W a (y,6) = i\ a ~0 a D- 1 - (6a^) a F, u - 6 2 {J7\) a (5.13) 

donde 

= d»A v - d u A^ + i{A^ A u ] (5.14) 

y 

(yA) a = < d V M A d (5.15) 

La conocida extension supersimetrica iV = 1 de la teoria de Yang-Mills se construye a partir 
de W considerando W 2 y su conjugado hermftico W 2 . Conociendo que W 2 toma la forma 

W 2 = -A 2 -i(6\D + D OX) + - (da^a u \ F„ v + F^ 6o»a u \) + 

6 2 (-i\yj\ - + D 2 - ~(F^F^ + iF^)) (5-16) 

donde 

= ^^F Q/3 (5.17) 
Escribiendo explfcitamente los generadores del grupo de gauge se tiene 

W 2 = Ut a , t b }(-\ a \ b - 2i 6\ a D b + 6a^a u X a F%, 

-2i 9 2 \ a (5 bc $ + f bcd 4 d )X c + 9 2 (D a D b - l -{F* v F bilv + iF^F 6 ^))) (5.18) 

donde 

{t a ,t b } = t a t b + t b t a (5.19) 

p = (5.20) 

4 = ^ (5-21) 

De la ec.( [5.16D y su analoga para W^W 01 vemos que la extension supersimetrica de la teoria 
de Yang-Mills puede ser escrita en la forma 



,V -L-trJ d 2 9W 2 + h.c. (5.22) 



rSUSY 

1 ' 4 
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cuya parte puramente bosonica esta dada por (cf. (|4.13|) ) 



rSUSY 
*-YM 



1 F*F a ^ + ^—D a D a (5.23) 



bos Ag 2 ^ 2g 2 

Fijadas las convenciones estamos listos para extender el tratamiento del capitulo anterior 
y encontrar el lagrangiano supersimetrico iV = 1 de Born-Infeld en el caso no abeliano NBI. 
Este lagrangiano estara basicamente construido en terminos de W, W y e ±2V . Es importante 
mencionar que la operation de traza sobre los indices del grupo de gauge que es necesario 
realizar para obtener un lagrangiano escalar, podria diferir en principio, de la traza usual 
"tr" definida en ( |5.5|) y usada en ( |5.22|) . Como veremos a continuation este hecho esta 
relacionado con la prescripcion para el ordenamiento de los generadores tanto al definir el 
determinante en espacio tiempo como al expandir la raiz cuadrada de BI. 

En principio se busca definir el lagrangiano de NBI como un determinante en espacio- 
tiempo. De manera naive, al calcular el determinante para el caso no abeliano en d = 4 
tenemos IET 



- det (g,J + F, v ) =I + \f 2 - - ^(F 2 ) 2 ) (5.24) 



En el caso abeliano, el termino F A en el lado derecho de la ec.( [4.3[ ) fue expresado en terminos 
de F 2 y FF (ver ec.( |A.26| )). Con "_p 4 " en el caso no abeliano (ec.( |5.24j )) queremos hacer 
hincapie en que existe una ambigiiedad en el ordenamiento de los factores del termino de 
orden F A (ver ecs. ([A.34|) -( [A.36| )) [], ambigiiedad que se elimina al determinar una election 
para la traza. 

Comencemos entonces la biisqueda de la extension supersimetrica del modelo NBI. Con 
el objeto de conseguir potencias (pares) de orden mayor a dos de F^F^ y F^F^ que 
necesariamente aparecen en un lagrangiano tipo BI, deberemos incluir, como en el capitulo 
anterior, potencias superiores de W y W combinadas de manera de respetar la invarianza de 

5 Dado que det(g + F) — det(g + F T ) = det (g — F) las expansiones tanto en los casos abeliano como no 
abeliano contienen solo potencias pares de F. 

6 En el presente capitulo ponemos por simplicidad el parametro dimensional de BI j3 = 1. 

7 Apareceran tambien ambigiiedades al definir y/— det(g + F) relacionadas con el ordenamiento de los 
factores en todo desarrollo de Taylor de una funcion de matrices. Asf p.ej. al definir una funcion f(X,Y) 
mcdiante su desarrollo de Taylor la misma no queda um'vocamentc definida si X c Y no conmutan, es 
necesario dar una prescripcion para el ordenamiento de las potencias X m Y" . 
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gaugeQ. En el caso abeliano, conseguimos esto combinando W 2 W 2 con potencias adecuadas 
de D 2 W 2 y D 2 W 2 ecs. (|4.14j )- (|4.18| ) y refs. p5f| -[^6| ,[|65|| . Para el caso no abeliano, en vista 
de las leyes de transformacion ( |5.6j ),( |5TTTl) ,( |5.12|) , la situation es mas sutil. Consideremos 
entonces los supercampos invariantes de gauge que pueden dar origen a terminos de orden 
cuartico. Hay dos candidatos naturales, 



d 2 6d 2 6W z e-' 2V W'e 



2-2VTxr2„2V 



(5.25) 



F 2 = J d 2 6d 2 9W a e- 2V W p e 2V W a e- 2V W $ e 2V (5.26) 

cuyas componentes puramente bosonicas son (poniendo el campo auxiliar D a cero) 

1 



tr F^ = -QWii ((F 2 ) 2 + (FF) 2 ) = Q 2 Q 2 T X 



tr F 2 \ bos = -Wtr [F pu F pa F^F^ + F pv F pa F^F»°) = B l Q l T 2 



(5.27) 



(5.28) 



Podemos ver que una particular combination de T\ y T 2 genera los terminos de orden 
cuartico que resultan de la expansion de la raiz cuadrada del lagrangiano NBI, siempre que 
este sea defmido usando la traza simetrica: 



Str 1 2 , . . . , t N ) = — ^2 tr (^(1)^(2) • • • t 
En efecto, tenemos que 



n(N) 



(5.29) 



S1 r (1-4/1 + \F^ - 1(F^F^)2 



4fo ord. 



-Str ((F 2 ) 2 + (FF) 2 



(5.30) 



donde en la expresion anterior debemos tener en cuenta que cada F lleva un generador 



F = F a t a . Calculando el lado derecho de ( |5.30| ) obtenemos 
Str ((F 2 ) 2 + (FF) 2 ) = 1 {2tr ((F 2 ) 2 + (FF) 2 ) + tr (F^F^F^F^ + F^F pa F^ F^)} 
= ^{2Fx + F 2 } (5.31) 
lo que nos muestra que 



^tr / d 2 9d 2 9 (2Fi + F 2 ; 



^ Str(l-^l + iF^-l(F^) 2 



4to ord. 



(5.32) 



8 Analogamente al caso abeliano, existen relaciones algebraicas que permiten reducir expresiones del tipo 
F n = F^ 2 F^ 3 ...F^ a expresiones en terminos de F 2 y FF (ver ec.( |A.34| )-( [A.36| )). 
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Otra razon en favor del uso de la traza simetrica es que resuelve de manera natural las 



ambigiiedades en la definicion del lagrangiano de BI como determinante, obteniendose [29 



Str 1 - Wl 



Str 1- Jdetig^ + F^) 



(5.33) 



donde ambos lados estan umvocamente definidos por la prescripcion Str. 

Es natural entonces tomar como definicion de la extension no abeliana del lagrangiano 



de Born-Infeld la propuesta de Tseytlin jPJ usando "Str" 



C-nbi = Str ( 1 - yjdet(gp„ + F^) 

tr(F 2 ) 2 



— trF 2 + — 
4 48 



+tr(FF) 2 + -tT{F^F pa F^F^ + F^F pa F^ F po 



+ C(F 6 



(5.34) 



(5.35) 



En particular obtenemos de la definicion de traza simetrica ( |5.29|) que 



Str U F 



11 77l4?5 



1 



(F 



2\2 



1 / ~\ 2 

-Str(FF) 



(5.36) 



2 V ' J 4 

o sea que la prescripcion Str es una suerte de aproximacion abeliana (cf. (|A.26| )) pues bajo la 
operacion "Str" los factores F pueden ser tratados como conmutantes. Esta definicion para 
el lagrangiano NBI es en cierto sentido la minima extension no abeliana de la teoria abeliana 
Qi.lD , que ademas es consistente con el requerimiento basico para el orden arbol de la teoria 
de cuerdas, esto es, una sola operacion de traza para el producto de los tensores de campo 
F entendidos como matrices. Sorprendentemente la prescripcion "Str" reproduce tambien 
exactamente los terminos F 2 + a' 2 F A para la accion efectiva no abeliana de cuerdas abiertas 
11,110. 



En resumen, la ec.( |5.32| ) es uno de los pasos importantes en nuestra derivation de la 
extension supersimetrica del lagrangiano NBI, muestra que: al analizar los posibles terminos 

cuarticos de F en la expansion de la raiz cuadrada del determinante de BI, en principio 

9 Mientras que supersimetn'a N — 1 no fija umvocamente la componente bosonica de la accion no lineal 
abeliana a la forma de BI p5|], actualmente se sospecha fuertemente que la imposition de supersimetria 
N = AeT\d — A{oN — lend — 10) deberia forzarla; ya que en particular, en (7Cj se muestra que la 



estructura mas general de los terminos F 4 pidiendo supersimetn'a global en d = 10 coincide con (5.36) y mas 
sugestivamente en la ref. fFlJ para los terminos F 6 . 
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no cualquier combination de los mismos es supersimetrizable, debemos elegir combinaciones 
contenidas en los candidatos naturales F\ y F 2 . La prescription de traza simetrica Str 
corresponde a una particular combination de trazas normales de F\ y F%, ec. (|5.31|) , luego la 



definition de la extension no abeliana del lagrangiano de Born-Infeld usando Str es supersi- 



metrizable. Esta combination fue originalmente propuesta por Tseytlin [29] para la action 
de la teorfa de BI de manera de hacer contacto con la teoria de bajas energias que resulta de 
la teoria de supercuerdas. Vale la pena mencionar que el lado derecho de ( |5.32| ) se anula para 
F = ±iF. Esto garantiza, al menos para el orden cuartico que hemos estamos discutiendo 
hasta aqui , que el lagrangiano supersimetrico se reducira al de Yang-Mills cuando la cota 
de Bogomol'nyi (en version euclidea) sea saturada , P0| , p2| , . 



El analisis previo fue efectuado en el sector puramente bosonico. Es natural extenderlo 
considerando la combination completa de los supercampos 2Fi + F 2 ya que la traza de los 
mismos nuevamente se acomoda en la forma de una traza simetrica 

i(2trF!+trF 2 ) = 

Str (W a , W a , e~ 2V W $ e 2V , e - 2V W $ e 2V ) (5.37) 

Para poder construir las potencias superiores de F 2 y FF, necesarias para obtener el la- 



grangiano de BI, defmimos, extendiendo el tratamiento del capftulo anterior [pq| , los super- 
campos X y Y como, 

X = — (B 2 Wp - 2D & W0 D"W $ + W $ D 2 W $ 

+e~ 2V [D 2 W P Wp - 2D a W p D a Wp + W' 3 D 2 Wp) e 2V ) (5.38) 



Y = ^— (D 2 W $ - 2D A W $ D & W $ + W $ D 2 W? 

-e- 2V (D 2 W P W p - 2D a W p D a W{i + W 13 D 2 W P ) e 2V ) (5.39) 

donde hemos defmido 

Wp = e 2V W p e~ 2V 
W $ = e- 2V W p e 2V 
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Los supercampos ( |5.38| )-( |5.39| ) transforman de manera covariante bajo transformaciones de 
supergauge 

X -> e^ !$ Ie M , Y -> e" 2i<I> ye 2i * (5.40) 
y sus componentes para 6 = son, como en el caso abeliano, los dos invariantes basicos 

X\ e=0 = \f^F^ , Y\ e=0 = (5.41) 

Inspirados en el resultado ( |5.37| ) obtenido de manera de reproducir adecuadamente las po- 
tencias cuarticas en F y F, proponemos el siguiente lagrangiano supersimetrico no abeliano 
como candidato para reproducir la dinamica de BI en su sector bosonico, 

£>Tbi Y) = £ { YM SY) + E °st I d"9 Str (W a , W a , W , W?, X s , Y*) (5.42) 

n,m 



Debemos senalar en este punto que la expresion ( 5.42Q da una familia de lagrangianos cor 



respondiente a la extension supersimetrica de lagrangianos bosonicos invariante de gauge 
dependiendo de la fuerza de campo F a traves de los invariantes algebraicos F^ V F^ U y 
F^F^ . Las combinaciones de F 2 y FF no son arbitrarias sino que estan restringidas por 
supersimetrfa. La version abeliana de ( |5.42j ) fue ajustada en el capitulo anterior (ver |55 



mediante una eleccion apropiada de los coeficientes C st de manera de reproducir el 
lagrangiano de BI. Lo mismo sucede en el caso no abeliano: para una eleccion particular de 
los coeficientes C st obtenemos la teoria no abeliana de Born-Infeld, 

C st = af\ p=l (5.43) 

M 



donde los aJt fueron deflnidos en el capitulo anterior por las ecs.( [4.24| ). Con esta eleccion 



tenemos como parte bosonica del lagrangiano ( 5.42 ) 



(SUSY) 



£-NBI 



Str 1- J-det^ + F^) (5.44) 



Este es el lagrangiano NBI en la forma propuesta en [^J . 

Como en el caso no abeliano, existen otras posibles elecciones de coeficientes C st que 
tambien dan lugar a una teoria invariante de gauge supersimetrica y causal con dinamica 
para el campo de gauge no polinomica. En particular, la alternativa de una accion de BI para 
SO(N), propuesta recientemente en [5D|, deberia corresponder a alguna de estas elecciones. 
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Hemos construido el lagrangiano supersimetrico N — 1 (ec.( |5.42| )) empleando el formal- 
ismo de supercampos, cuya parte bosonica se encuentra expresada en terminos de la raiz 
cuadrada de det(^ + F A1 j y ). Empleamos los invariantes de curvatura naturales como bloques 
de construccion obteniendo un lagrangiano que, en su sector bosonico, depende solo de los 
invariantes F^F^ y F^F^ y puede ser expresado en terminos de la traza simetrica de un 
determinante. 

Como mencionamos arriba, la extructura de traza de la teorfa de la teorfa de BI fue 
fijada en [£|(| pidiendo que la accion quedase linealizada en las configuraciones BPS (instan- 
tones, monopolos, vortices). En el presente analisis hemos visto que la traza simetrica surge 
naturalmente en el formalismo de supercampos cuando se construye la raiz cuadrada del 
lagrangiano de BI. Esta confluencia de resultados no es mas que una manifestation de la 
conocida conexion entre supersimetria y relaciones BPS. Para terminar el capftulo discutire- 
mos entonces los aspectos BPS del modelo. 

5.3 Aspectos BPS 

Para fijar ideas nos concentraremos en configuraciones de instantones en d = 4. En el gauge 
de Wess-Zumino, el supermultiplete vectorial N — 1 esta formado por (A^, A, D), donde A es 
un fermion de Majorana. Con el objeto de analizar relaciones BPS, consideraremos un mo- 
delo supersimetrico N = 2 que incluye, aparte de estos campos, un multiplete escalar quiral. 
En analogia con los procedimientos realizados para la construccion del lagrangiano super- 
simetrico N = 1 (|5.42|) , es posible construir el lagrangiano supersimetrico N = 2 agregando 



al multiplete vectorial un multiplete escalar quiral |p9| . No detallaremos la construccion 
aqui sino que consideraremos las transformaciones supersimetricas N = 2 relevantes para 
derivar las relaciones BPS. 

El supermultiplete quiral \l/ de supersimetrfa N = 2 puede ser expresado en terminos 
de supermultipletes = 1 como \I/ = (V, $) donde V es un supermultiplete vectorial y 
$ un supermultiplete escalar quiral, ambos de A^ = 1. En terminos de campos tenemos 
(Ay, E, 0, D, F) donde E es ahora un fermion de Dirac, E = (Ai, A 2 ), <fi un escalar complejo, 
<P = 4>i + i<p2 y, D y F, campos auxiliares. Las transformaciones supersimetricas del gaugino 
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toman la forma (llamando e = (ei, e 2 ) al parametro de la transformation N = 2)|J 

= {T^F^ + l5 D) e t + i Sij {F + 7 M V M (0i + 7 50 2 )) % (5.45) 

donde 

r"" = i[y,7l (5.46) 



Configuraciones de instantones corresponden aD = F = ^) = 0de manera que (|5.45 ) se 
simplifica a 

5Ai = T^F^e, (2 = 1,2) (5.47) 

Construyendo un fermion de Dirac $ = Ai + 2A2, a partir de los fermiones de Majorana A y 
usando la propiedad ( |A.122| ) obtenemos 



d* = -r^(F^+i l5 F^)r (5.45 



donde T es el parametro de supersimetria N = 2 (fermion de Dirac). Como vimos en 
el capftulo anterior, una forma simple de encontrar relaciones BPS es imponer 5^/ = 0. 



Denotando T = f ) , obtenemos 



{F^+iF^x = 

{F^-iF^l = (5.49) 



En espacio euclideo, las ecs.( |5.49| ) toman la forma 



{F^ + F^x = 

{F^-F^l = (5.50) 

donde xyC son l° s parametros fermionicos de Weyl correspondientes a las dos supersimetrias. 
Esta condiciones dan origen a las ecuaciones de instanton y anti-instanton 

Fpv = ±F tlv (5.51) 

Claramente se ve que cada una de estas soluciones es invariante frente a la mitad de las 
supersimetrias. 
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El hecho de que las ecuaciones de autodualidad de Yang-Mills surjan tambien cuando 
la dinamica del campo de gauge esta gobernada por el lagrangiano no abeliano de BI fue 
observado con anterioridad en [40[],[S2[, ||68|| . En el contexto supersimetrico, esto puede ser 



entendido siguiendo las conclusiones del capitulo anterior (ver tambien donde vimos 
que las transformaciones supersimetricas del gaugino, junto con las ecuaciones (algebraicas) 
de movimiento para los campos auxiliares, hacen que las relaciones BPS permanezcan inal- 
teradas independientemenete de la eleccion del lagrangiano para el campo de gauge. Mas 
aun es posible ver que las cargas supersimetricas N = 2 para una teoria no polinomica, 
obtenidas mediante la construction de Noether, coinciden on shell, con las que resultan en 
las teorfas de Maxwell o Yang-Mills. 

5.4 Discusion 

En sintesis, usando el formalismo de supercampos, derivamos el lagrangiano supersimetrico 
no abeliano de Born-Infeld que presenta la estructura BPS esperada, o sea la de la teoria 
normal de Yang-Mills. En nuestra construction hemos visto como los supercampos natu- 
rales a partir de los cuales se obtienen la teorfas no abelianas usuales constrinien severamente 
los posibles lagrangianos no abelianos supersimetricos. La derivation mostro la posiblidad 
de supersimetrizar la prescription de traza simetrica Str para la extension no-abeliana del 
lagrangiano de Born-Infeld reescribiendola en terminos de los bloques naturales en la con- 
struction supersimetrica en terminos de supercampos. Debe ser remarcado que el hecho de 
que el lagrangiano puramente bosonico dependa unicamente de los invariantes basicos F 2 
y FF no se debe a la eleccion de la traza simetrica sino a haber elegido a W 2 y D 2 W 2 
como bloques de construction de la teoria supersimetrica. Finalmente, mencionemos que no 
solo el lagrangiano supersimetrico no abeliano de BI sino toda una familia de lagrangiano no 
polinomicos se encuentra incluida en nuestro resultado ec.( |5.42| ). Todos ellos son linealizados 



por configuraciones BPS, que coinciden con las usuales de la teoria de Yang-Mills. 
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Chapter 6 



Diones no-BPS y branas en la teoria 
de DiraoBorn-Infeld 



Construiremos soluciones dionicas no-BPS para la action de bajas energias de una D3- 
brana excitando los campos escalares que describen las oscilationes transversales de la 
brana. Analizaremos la imagen que emerge de tales configuraciones y, en particular, 
la respuesta de la solution D3-brana+cuerda a pequenas perurbationes. 
Estas soluciones y su analisis corresponden a parte de los resultados originales de la 



tesis |8fi|| 



6.1 Introduction 

Recientemente han sido discutidas en la literatura ciertas soluciones a la teoria de Dirac-Born- 
Infeld (DBI) en conexion con la dinamica de Dp-branas [g-[g,g-[|I|,[|§],[§§, 0-[[7S|. 



Mas precisamente, la accion de DBI para campos de gauge (p+ l)-dimensionales y un cierto 
numero de campos escalares, que describen las fluctuaciones transversales de la brana, admite 
como soluciones configuraciones estaticas tipo BPS y no-BPS, que pueden ser interpretadas 
en terminos de intersecciones de branas de distinta dimensionalidad, en particular, branas 
y cuerdas. A pesar de que muchas propiedades estaticas de estas intersecciones provienen 
de la invarianza frente a supersimetria y de argumentos BPS, las propiedades dinamicas de 
las soluciones dependen fuertemente de la no linealidad de la accion de DBI. En particular, 
las condiciones de borde efectivas impuestas a las cuerdas sujetas a las branas deben ser 
investigadas usando la accion de DBI completa. Mas aiin, ciertas configuraciones no-BPS 
serian relevantes en el estudio de aspectos no perturbativos de las teorfas de campos que 



describen la dinamica de bajas energia de las Dp-branas [80]. 
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En [3S]-[39] se construyeron soluciones puramente electricas BPS y no-BPS. Asimismo, la 
propagation de una perturbation normal tanto a la cuerda como a la D3-brana fue investigada 



en |38| para una solution de fondo de tipo BPS. Los resultados obtenidos mostraron que la 
imagen de una cuerda sujeta a la brana con condiciones de contorno de Dirichlet emerge 



naturalmente de la dinamica de DBI. En |73]-|]74] se estudiaron perturbaciones polarizadas 
a lo largo de la brana para un fondo de tipo BPS y se mostro que en este caso se realizaban 
condiciones de borde de Neumann. De esta manera se reafirmo la imagen de Polchinski de las 
Dp-branas como hiperplanos en el espacion tiempo donde pueden terminar cuerdas abiertas. 



Nuevas soluciones no-BPS para la action de DBI fueron construidas en |40| donde tambien 
fueron discutidas soluciones BPS magneticas. Un estudio detallado de las soluciones BPS 



dionicas fue presentado en [41 



En este capftulo nos concentraremos en el caso de D3-branas y construiremos explfcita- 
mente soluciones dionicas no-BPS cuando el campo de gauge U(l) se acopla a un campo 
escalar. Analizaremos luego las soluciones en conexion con la geometria de la deformation 
de la brana por efecto de la tension de la cuerda- (n,m) que soporta cargas electricas y 
magneticas [K£j,[^7|. Estudiando la energfa de estas configuraciones no-BPS, compararemos 



los resultados con los obtenidos en los casos BPS y no-BPS puramente electricos p8|-plj|. Es- 
tudiaremos tambien pequenas excitaciones, transversales tanto a la brana como a la cuerda, 
de manera de examinar si la respuesta de las soluciones no-BPS es consistente con la inter- 
pretation en la cual el sistema D3-brana+cuerda descripto corresponde a las condiciones de 
borde adecuadas (Dirichlet). 

El plan del capftulo es el siguiente: en la section p.2\ construiremos las soluciones no-BPS, 
con cargas electricas y magneticas, para el modelo DBI de un campo de gauge abeliano 
acoplado a un campo escalar. Discutiremos las propiedades de las soluciones y las compara- 
remos con las soluciones ya existentes en la literatura. Calcularemos luego la energfa renor- 
malizada e interpretaremos las soluciones dionicas no-BPS en terminos de cuerdas tirando 
de las D3-branas. En la section |T3] consideraremos pequenas perturbaciones al fondo no- 
BPS, normales a la brana y a la cuerda, de manera de examinar las condiciones de borde 



resultantes. Finalmente discutiremos los resultados en la section 5.4. 
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6.2 Soluciones a la accion de Dirac-Born-Infeld 
6.2.1 Accion de Dirac-Born-Infeld 

Una Dp-brana (o membrana de Dirichlet p-dimensional) moviendose en M 10 describe una 
superficie p + 1-dimensional. La dinamica que se deduce de la teoria de cuerdas para el 
regimen de bajas energfas de las Dp-branas se expresa en terminos de funciones z M (x^) (M = 
0, .., 10 y x^ = 0, ..,p ), que representan la position del volumen de mundo (worldvolume) 
de la Dp-brana en M 10 , y un campo de gauge A v (x^) que vive en el volumen de mundo de 
la Dp-brana. Las ecuaciones de movimiento para estos campos se obtienen de la accion de 
Dirac-Born-Infeld § , [gHJ , |2j 



Stm = ~Tp J d p+1 x^-det(G, u + T-^F^) (6.1) 

donde 

= VM N d„z M d v z N (6.2) 

es la metrica inducida en el volumen de mundo de la brana por la metrica plana tjmn 10- 
dimensional y 

Fp V = d^Ay - dvAp (6.3) 
es el tensor de campo electromagnetico. La propiedad BPS de la Dp-brana permite deducir 



de la teorfa de cuerdas que [33 



T = I( 27r )(i-p)/2 T ( P +D/2 ( 6 .4) 
9s 

donde T = (2ira')~ 1 es la tension de la cuerda fundamental y g s es la constante de acopla- 
miento para la interaccion de cuerdas. 

La accion ( |6.1| ) es invariante frente a difeomorfismos en el volumen de mundo de la 
brana. La forma habitual de fijar esta libertad es imponer el gauge estatico que consiste en 
identificar las coordenadas del volumen de mundo con las primeras p + 1 coordenadas del 
espacio-tiempo 10-dimensional 

z M = x fl , M = 0,l,..,p (6.5) 
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Llamando a las restantes coordenadas transversales X a 



z M = X a , M = p + 1,..,9, a = p + l,..,9 (6.6) 

tenemos luego que la accion ( |6.1| ) en el gauge estatico, para el caso p = 3 toma la formaQ 



3 { dbj = T 3 / d 4 x (l - y/-det( Vllv + T~ l F^ u + «9 M X^X«)) (6.7) 

donde rj^ es la metrica de Minkowski en 3 + 1 dimensiones, T]^ = diag(— , +, +, +)|, F^ u es el 
tensor de campo electromagnetico en el volumen de mundo (world volume) de la D3-brana, 
X a (a = 4, 5, . . . , 9) son los campos escalares que describen las fluctuaciones transversales 
de la brana y 

T 3 = — — T 2 , T = — ^— (6.8) 
2ng s 2ixa 

La accion ( |6.7| ) puede ser obtenida tambien por reduction dimensional de la accion de 
Born-Infeld en espacio piano 10-dim {x M , M — 0, 1, 2, . . . , 9), si suponemos que los campos 
solo dependen de las primeras 1 + 3 coordenadas x^ y que las componentes extra At, A 5 . . . A 9 



del campo de gauge representan los campos escalares transversales a la brana [38] , [39 ] . 

Consideraremos el caso en que excitamos solo un campo escalar, X a = 5 a9 X. En este 
caso la ec.(B.7D toma la forma 



S§>bi = T,jd*x(l- ((1 + d»Xd»X) (l + ^f 2 F^ v ) ~ -^ (F,uF^ 

1 \V2 

—d^XF^dpXj 

Reescribiendola en terminos de los campos E y B queda (ver apendice para las convenciones 



+—d*XF^F»»d p X) (6.9) 



H, [0,1111 



sSLj = Ts J d*x ( 1 - (l + i,(5 2 - £ 2 ) - -L(S • -E) 2 + (VX) 2 - X 2 



-^X 2 5 2 + L{§ ■ VX) 2 - -L(jg x VX) 2 - ^X\E x B ■ VX))' 7 ' ) (6.10) 



!Para la discusion de la energfa de las soluciones es convenientc normalizar la accion de manera que sea 
nula para campos nulos. 

2 En este capftulo cambiamos la convention de la metrica para coincidir con la convention mayormente 
usada en el contexto de Dp-branas. 
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6.2.2 Dion en la teorfa de Born-Infeld 

Buscaremos soluciones a la action de Born-Infeld por dos razones: corresponden a un con- 
texto simpliflcado y son relevantes de por si Q Las ecuaciones de movimiento que se derivan 
de la action de Born-Infeld 04.61) son 



d, , m^±±ji = o (6.ii) 



- -^(FF)F^ 
1 + ^f?-^ 12 — iir*(FF) 2 

Estas ecuaciones deben suplementarse con las identidades de Bianchi 

= (6.12) 



El conjunto de ecuaciones ( |6.11| )-( pTT^ ) puede ser reescrito generalizando las ecuaciones de 
Maxwell como0 

d ll D tlv = (6.14) 
dpF**" = (6.15) 



si definimos PP|,[PT[] 



D 



5S 



131 



F» v - ^(FF)F^ 



(6.16) 

1 + 2r2-^ 2 — Im^i^F) 2 
El llmite Maxwell corresponde a tomar T — > oo en la ecuacion ( 6.11]) . Asociamos con 



D^ v los vectores de desplazamiento D^ v = (D,H). La propiedad fundamental de la teoria 
de Born-Infeld es la diferencia entre los vectores ponderomotrices (E, B) y los vectores de 
desplazamiento (D,H). 

Veamos como la particular dependencia funcional de F^ v en D^ v genera soluciones de 
energfa finita. Dado que estamos interesados en soluciones estaticas, las ecuaciones que 



3 De la action (3.9) poniendo cl campo escalar X = recuperamos la action original de Born- Infel d (i.t). 
4 Las formulaciones de dualidad de la presente teorfa corresponde a escribir las ecuaciones fl5.1^ )-( p.lE| ) 
en la forma 

d^{D^+iF^) = Q (6.13) 
y considerar rotaciones (D^ + iF» v ) -> e^(D^ v + iF» v ) 
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debemos resolver son 



div 



E + ±{E-B)B 



rot 



B- 



- E*)-£(E-B)* 



que provienen de (|6.11| ) y 



l + ^{B*-E->)-^{E-Bf 

div B = 
rot E = 



(6.17) 
(6.18) 



(6.19) 
(6.20) 



que provienen de las identidades de Bianchi ( |6.12|) . Proponiendo un ansatz radial para el 
dion y agregando fuentes en las ecuaciones ( |6.17| ) y ( |6. 19| ) obtenemosQ 

Qe 



AirJai + r 4 



E 



B = ~a 9 r 



(6.21) 
(6.22) 



donde Oq = (q^ + q^) / \4tiT) 2 . Los campos de desplazamiento del dion contenidos en D 



son 



D 



E + ±(E-B)B 



B-^{E-B)E 



Airr 2 



H 

y/1 + M B2 ~ V 2 ) -M B - B? *iry/<4 + r 
El potencial vector = (—A , A r , Ag, A^) que origina los campos (|6.21|) -( |02D es 

roc n 
|0 / J_ Ve 



(6.23) 
(6.24) 



A [ 



A, 



dv - 

At: J 4 + r 4 



q m (l - cosfl) 
47rr sin 9 



A r = A a = 



(6.25) 

(6.26) 
(6.27) 



Esta solucion puede ser obtenida a partir de la solucion original de Born-Infeld [[J con fuentes 
puramente electricas mediante una rotation de dualidad p3 |. La presente solucion ( |6.25 )- 
( |6.271 ) corresponde a la generalization dionica de dicha solucion. La solucion (|6.21|) muestra 



5 Las ecuaciones (|6. 18 ) y ( 6.2C ) se satisfacen trivialmente para soluciones esfericas. La fuente en la ecuacion 
para B es ficticia y se interpreta a la Dirac p5[ (cuantizacion de la carga magnetica). 
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que el campo electrico (ponderomotriz) no diverge en r = 0. Computando la energia tenemos 
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£ = T 00 = D ■ E - Cm 



2ng s IV T 2 T 4 
que para la solucion (|6.21|) - (|6.22|) implica 

Edidn = 47r / drr 2 S 



1 + — (D 2 + 5 2 ) + — (D xBf-1 (6.28) 



o 



4agr 2 /■«> , i 



donde hemos usado que 



, dx - (6.29) 
3g s Jo 

i r 2 (i/4) 

cfc ; = v 6.31 

De la expresion (|6.30 ) vemos que en la teoria de Born-Infeld los diones tienen energia finita 
y que en el lrmite Maxwell (ao — > 0) la energia de los diones puntuales diverge. En la section 
siguiente reinterpretaremos esta divergencia en el contexto de D-branas y cuerdas. 

6.2.3 Dion en la teorfa de Dirac- Born-Infeld 

La existencia de soluciones BPS para la teorfa DBI requiere que excitemos al menos un escalar 
[3l|,[|6H con el objeto de hallar estas soluciones y soluciones mas generales que contemplen 



las que encontramos en la section anterior escribiremos las ecuaciones de movimiento para la 
teoria de DBI con un escalar excitado. Partiendo entonces de la action ( |6.10| ), las ecuaciones 
para soluciones independientes del tiempo son 

V • (i (VX + ±(B ■ VX)B + 7 Lex(Ex VX))) = 
V- Q (i + VIx(ExVI) + ^(E-B)B))=0 

V x (I (§ + (B • VX)VX - ±(E ■ B)eJ) = (6.32) 



En lo que respecta a R, se la define como 

1 

J^2 



R 2 = l + (VX) 2 + (b 2 - E 2 + (B ■ VX) 2 -{Ex VX) 2 
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(E-Bf 



(6.33) 



Dado que estamos interesados en soluciones de bion [P^]-[P9| con cargas electrica q e y 
magnetica q m , necesariamente E y B tienen fuentes puntuales. Las soluciones para el caso 
X = fueron halladas en la seccion anterior (ecs.( |6.25| )-( |6.27|) ). 



Siguiendo |3~9]|-[3I)fl, construimos la solucion empleando la simetria residual del espacio 10- 
dimensional. Efectuando un boost a la solucion ( |6.25|) -( |B.27 ) en la direccion x 9 obtenemos 

1 



X 



A n = - 



' 4vrT 
q 



dr 



r 4 _|_ r 4 



Air 



dr 



1 



rn + r 4 



A, 



cos 9) 



Aixr sin 6 



An = A r 



donde 



(47rT)- 2 ((l - a)q 2 e + q. 



(6.34) 



(6.35) 



y a esta relacionada con el cuadrado de la velocidad del boost. Los campos electrico y 
magnetico asociados con ( |6.34 ) toman la forma 

q £ 



E 
B 



47r V r o + r4 
q m „ 



(6.36) 



Airr 2 

Notemos que dado que el boost es la direccion x 9 , no afecta las direcciones transversales 
x\i = 1,2,. ..,8. Mas aiin, dado que estamos considerando soluciones estaticas, A^ en 
( |6.34| ) no es afectado y el boost deja intacto campo magnetico. 

Estas soluciones, otra contribucion original de esta tesis, generalizan todas las soluciones 
conocidas (de una fuente) en el contexto DBI-branas discutidas en la literatura, tanto las 
BPS como las no-BPS. Poninedo q m = recuperamos, para a < 1, los Blones electricos, para 
a > 1, las soluciones electricas de garganta (throat /catenoid) y, para a = 1, las soluciones 



BPS electricas |^,||3^,|l68||,p0l. Las nuevas soluciones que hemos encontrado generalizan 
las soluciones de Blones y gargantas electricas al caso de diones. En lo que respecta al 
campo magnetico B, es importante destacar que su valor es independiente de a siendo esto 
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Figure 6.1: Campo escalar X como funcion de r para un valor de carga electrica fija, q e — \ 
,y para distintos valores de la carga magnetica q m . El lmiite BPS se obtiene para q^f 8 = 1 
cuando q e = 1 y q s = y/2. 

consistente con la afirmacion de la cuantizacion de su carga. Es mas, la induccon magnetica 
H est a dada por 

it = I {B + (B ■ V.Y) V.Y -^(g. S) E) = -^L==r (6.37) 



o 

Las cargas electricas y magneticas de las soluciones fueron ajustadas de manera que 



dSiE l = q e , / dSiB l = q m (6.38) 

5*00 •* Soo 

Es conveniente definir la carga del campo escalar q s como 

q s = T [ dSi&X = Vaq e (6.39) 
En terminos de estas cargas, r en ( |6.35| ) toma la forma 

rt={Wy*(ql + ql-qt) (6.40) 
De (|6.34 ) podemos ver que, para el regimen q 2 s < q^ + q%, la solucion para el campo escalar 



toma esencialmente la forma descripta en la Fig. |6.1| . Cualitativamente, su comportamiento 
es similar a la solucion puramente electrica en la teoria pura BI y tambien al encontrado en 
excepto por la existencia de la carga magnetica no nula que disminuye la altura del pico. 
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Figure 6.2: Campo escalar X como funcion de r para un valor de carga electrica fija, q e = 1, 
y para distintos valores de la carga magnetica q m . El lmiite BPS se obtiene para q^f s = 1 
cuando q e = 1 y q s = y/2. 

Para q$ > q% + q^ el campo escalar toma la forma que se muestra en la Fig. |T2] que puede 
ser interpretada como dos branas asintoticamente planas (de hecho un par brana-antibrana) 
unidas por una garganta (throat) de radio r t . Estas branas se encuentran separadas por una 
distancia A = 2 | X{r t )\ que corresponde a la diferencia entre los dos valores asintoticos de 
X(r). El radio de la garganta esta dado por 



Notemos que el aumento de la carga magnetica hace que la garganta adelgace y que A 
aumente. Las soluciones BPS corresponden al caso r = 0. Esto es, cuando la carga escalar 
satisface 




(6.41) 




(6.42) 



Cuando se satisface (|6.42|) , las soluciones de las ecuaciones de Bogomol'nyi 



E 



Tcos^VX 



(6.43) 



B 



Tsin£VX 



(6.44) 
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son 



X 
E 



Te + % 



AnTr 

Qe „ 



4nr 



2 



conr 



B = (6-45) 



Senalemos que r = implica que el parametro de boost a = 1 + Qm/le > 1- En particular, 
para q m = el boost es al cono de luz. De hecho, q m = corresponde a( = Oy entonces 
( |6.34j ) se reducen a las soluciones BPS electricas discutidas en [j38|l, ||39|. La election £ = tt/2 
(q e = 0) corresponde a las soluciones BPS magneticas discutidas en Para £ arbitrario 
nuestras soluciones BPS coinciden con las analizadas en jlT). Computaremos ahora la energia 
para las configuraciones no-BPS descriptas anteriormente y la interpretaremos en terminos 
de cuerdas unidas a branas. 

Consideremos el caso de una sola D3-brana y calculemos la energia almacenada en el 
volumen de mundo de la brana para la configuration ( |6.34|) -( |06| ) cuando > 0, 





+ T 2 I -1 



96tt5/2^ ■ * m , ■ *», ^ (6-50) 

Dado que el limite BPS se alcanza cuando r = 0, vemos que la energia E wv diverge precisa- 
mente en el punto que deberia corresponder a la cota minima de la energia. La manera de 



3 En el limite BPS se tiene 



D = E (6.46) 
H = B (6.47) 
e^q s = q e + iq m ■ (6.48) 
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Figure 6.3: Energfa de la configuration no-BPS (una D3-brana deformada por una cuerda 
adherida a ella) como funcion de a = q 2 s /q 2 para distintos valores de carga magnetica q m . 



evitar este problema es normalizar la energfa respecto del valor de Bogomol'nyi. Con este 
fin definimos 

r 2 (i/4) / 1 

E = E wv - E sub = E wv - \q s \J ql + q^— 

Claramente tenemos que E — para el caso BPS (r = 0). En general, < E < oo de 
manera que la configuration BPS da una cota minima para la energfa. En la Fig. |6.3j se 
muestra la energfa dada por ( p.51| ) como funcion de la carga escalar. A carga electrica fija, 
podemos ver que, al crecer la carga magnetica, la cota de Bogomol'nyi se alcanza para valores 
mayores de la carga escalar. 



Podemos interpretar la substraccion realizada en ( |6.51| ) de la siguiente forma: usando la 
ec. (|6.34j) , E wv , dada por la ec.( |6.50|) , puede ser reescrita como 

T 



E„ 



i-r (2(q 2 e + ql) + qj) \X(0)\ (6.52) 



6ng s | q s 

En lo que concierne al termino substraido, el mismo toma la forma 

T 



E sub = —^qj + ql\X(0)\ (6.53) 
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La conexion entre el campo electrico del dion y las cuerdas fundament ales (cargadas frente 
al campo B^) da origen a la cuantizacion del flujo del campo electrico j37|-||39]| de manera 
que q e = 2ng s n. Para la carga magnetica, escribimos q m = 2irm. Luego, E su t, puede ser 
reescrita en la forma 

E sub = T^n 2 +^m 2 \X(0) | (6.54) 

Es posible finalmente reescribir la energia renormalizada E definida en ( |6.51 ) como 

f \x(o)\ 

E = E wv - Tr nm ) / dX (6.55) 
Jo 

roo poo 

= E wv + Tr n m ) / dX - Tr nm ) / dX (6.56) 
' J\x(o)\ Jo 

donde 



T( n , m ) =T ] jn 2 + -^m 2 (6.57) 

La formula ( 6.56Q pone de manifiesto la razon de la substraccion: el segundo termino del 
lado derecho de (|6.56|) representa la energia de una cuerda semi-infinita (de tension T( n>m )) 
extendiendose desde la punta del pico hasta el infinito. El tercer termino substrae la energia 
(infinita) de una cuerda que se extiende desde (donde se encuentra la brana plana) hasta el 
infinito. Estamos computando entonces, la energia de una brana deformada por una cuerda 
con respecto a la energia de una configuracion no-interactuante brana-cuerda (que de hecho 
resulta ser, como es habitual una configuracion BPS)[]. 



En la Fig. |6.4| se representa una secuencia de deformaciones cuando se aumenta la carga 
escalar hasta alcanzar el valor BPS qf PS - Es posible tambien computar la energia estatica 
alamcenada en el volumen de mundo de la solucion de tipo garganta (r 2 = — r 2 > 0). 
Obtenemos 

= (2(g e 2 + Q 2 J + q 2 s ) ~ + t-rf (6.58) 



48^27^ V ^ ™ *>J Tt 3 g s 
que tambien diverge en el limite BPS {r t — > 0). La substraccion adecuada de manera de 
obtener un resultado finito es 

r 2 d/4) i i 

E sub = Qs^Ql + Ql- (6-59) 

16V27T 2 g s v r t 



7 En una configuracion BPS no existe energfa de interaction entre los constituyentes del sistema. 
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q = 0.5 





q,= q BPI 



Figure 6.4: Deformation de la brana, debida a la cuerda, como funcion de r para valores 
de la carga escalar (en unidades apropiadas) variando entre q s = 0.5 (izq.) y el valor BPS 
bps _ 



tf + <& = V2 (der.). 



Tenemos entonces para la garganta 

-&wv -^sub 



AT 2 ( r 2 (l/4) \q s 
1 + 



3g s \ AV2tt \ qs \ + J q 2 + q 2 



(6.60) 



La energfa substraida E sub definida por la ec.( |6.59D puede ser reescrita como 

T 



E 



sub 



(6.61) 



donde T( n m ) esta definida por la ec.( 6.57 ). Luego, la energfa finita E en ( 6.60|) corresponde a 
la diferencia entrela solucion de garganta y la configuracion no-interactuante brana-cuerda- 
antibrana (separacion infinita). La interpretacion de esta ultima solucion en el contexto 
de cuerdas permite computar el decaimiento por efecto tunel de un par brana-antibrana 

am 



Resumiendo, en esta seccion hemos construido soluciones a la accion DBI, las hemos 
reinterpretado en terminos de intersecciones de cuerdas y branas y le hemos dado sentido 
a las expresiones para la energfa de dichas soluciones. En la proxima seccion analizaremos 
pequenas perturbaciones alrededor de las soluciones halladas. 
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6.3 Dinamica y condiciones de borde efectivas 



Analizaremos en la presente section, en el espfritu de |38| , la respuesta de la teoria a pequefias 
fluctuaciones alrededor de las soluciones estaticas no-BPS dionicas que hemos encontrado 
anteriormente. Tomamos como fondo la solution ( |6.34[ ) y estudiemos la propagation de una 
perturbation rj del tipo onda-s, polarizada en una direction perpendicular a la brana y a 
X 9 , digamos X 8 . Partiendo de la action ( |6.7| ) y escribiendo la perturbation rj alrededor de 
la solution estatica Q6.34Q , obtenemos desarrollando a segundo orden en la fluctuation 



2 i „2 



- [r 4 + V(r, t) + 2r^'(r, t) + (r 4 + r 4 ) r/'(r, t) = (6.62) 

Escrbiendo r](r,t) = r](r) exp(iu)t) y definiendo x = usr la ecuacion estacionaria esta dada 
por 



\f( x )( x if( x ) v '( x ))' + ^±^ V (x) = (6.63) 



donde 



Qe+Qm 2 



= *J1 U * (6.64) 

y 

f(x) = V ° 6.65) 

or 

En el lrmite BPS (r — > =>- f(x) — > 1) recuperamos los casos estudiados originalmente 
en [p8|,|72|. Para estudiar la ec.( |6.63| ) hacemos un cambio de variables de x — > £, donde 
entonces £ mide la longitud de arco a lo largo de la superficie subtendida por X [] 



£{r) = u df^l + X' 2 {f) (6.66) 
Usando la forma explfcita para X dada por ( |6.34| ), £ puede ser escrita en la forma 



y 4 + k 



Definiendo 

fj{x) = (x 4 + k 2 ) 4 7](x) (6.68) 



s 



La election del Hmite inferior es para que el pico del potential este situado en £ = < — ► x = y/k 
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la ec. fl6.63p se transforma en una ecuacion de Schrodinger unidimensional 

/ d 2 N 



^ (IC _ . v(ojm = m (6.69) 

con potencial 

5k 2 x 6 (4ttT) 2 4 2 2 3k 2 -2a; 4 .„ nn . 

El primer termino en ( |6.70| ) es formalmente identico al potencial en el lmiite BPS |3^| excepto 



que la relation entre ( yi, dada por (|6.67|) depende de r y, luego, coincide con el caso 
BPS solo para r$ = 0. Otra diferencia importante con el lmiite BPS concierne al dominio 
unidimensional donde el potencial ( |6.70| ) esta definido: siendo nuestra solution no-BPS, £ se 
extiende desde un valor finite (negativo) £(0) hasta +oo, dado que la cuspide de la solution 
tiene una altura finita X(0). Ahora, desde X 9 = X(0) a infinite (esto es, en el intervalo 
£ G (— oo, £(0))) la perturbation actua directamente sobre la action escalar libre de la cuerda 
semi-infmita unida a la brana. Luego, en esta region tenemos en lugar de (16.69 ), 



Podemos considerar entonces la ec. ( |6.69| ) en el dominio unidimensional completo definiendo 

V (n-S if -oo < £ < £(0) 

K//(£)-| ifm< £ <00 I 6 " 72 ) 

El potencial ( |6.72| ), correspondiente a una configuration no-BPS, es mas complicado que 
el que se obtiene en el lfmite BPS, que fue estudiado originalmente en el lfmite k — > 



usando aproximaciones de potencial tipo delta |38[ y barrera cuadrada |[72| . Utilizaremos 
este segundo metodo y aproximaremos el potencial por una barrera de potencial, ajustando 
su altura y ancho de manera que la integral de V y \fV coincidan con la del potencial (|6.72|) . 
Definiendo 

S = J , U = ^J K(£)rf£ (6.73) 

Podemos ver que, mediante un apropiado cambio de variables, tanto S como U no dependen 
de k. En terminos de estas cantidades, encontramos para las amplitudes de reflection y 
transmision 

exp (-i^iS 2 /U) 

K - 



-1 + (2iy/KS/U)cothS 
T = i ^^-coaechsj R (6.74) 
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La ec. ( J6.74 ) muestra que obtenemos una refleccion total con cambio de fase que se aproxima 



a 7i en el hmite de bajas energias (k — > 0). Calculando numericamente S y U es posible ver 
tambien que el coeficiente de refleccion no-BPS |i?(ro)| es ligeramente mayor que el BPS, 
\R(r )\ > \R(0)\. 

Concluimos del analisis anterior, que una perturbation transversal a la cuerda unida a la 
brana, se refleja en concordancia con los resultados esperados para condiciones de borde de 
tipo Dirichlet: la amplitud de refleccion R va a —1 en el hmite de bajas energias (k — > 0). 
La imagen que emerge esta de acuerdo con la idea de la D3-brana actuando como frontera 



de las cuerdas abiertas |33|,p4 



6.4 Resumen y discusion 

En resumen hemos construido soluciones dionicas no-BPS correspondientes a la action de 
Dirac-Born-Infeld para un campo de gauge U(l) en el volumen de mundo acoplado a un 
campo escalar y las hemos analizado en el contexto de dinamica de branas. Si bien nuestras 
soluciones incluyen las BPS ya discutidas en la literatura, nos hemos concentrado en el sector 
no-BPS de manera de examinar si esta caracteristica afecta la imagen debida a Polchinski de 
cuerdas terminando en las branas. Una cantidad importante en el analisis de las soluciones 
no-BPS es el valor de la carga escalar q s que puede ser expresado en terminos de las cargas 
electrica y magnetica como 

q 2 s=<l 2 e+q 2 m~(^T) 2 4 (6.75) 

Para r$ > nuestras soluciones corresponden a una brana con una punta (spike), para 
?"q < tenemos una solution de brana-antibrana unidas por una garganta (throat). La 
energi'a substraida (renormalizada) de estas soluciones dionicas no-BPS puede ser acomodada 
de manera que result a natural adopt ar la imagen de una brana deformada por una cuerda 
de tension T( n>m ) = TJri 2 + m 2 /g^ (m y n son el numero de flujos unitarios electricos y 



magneticos de las solution) unida a ella. Como se mostro graficamente en la Fig. |6.4| , al 
aumentar la carga escalar hasta el valor BPS qf PS , la punta en la brana crece y cuando el 
valor qf PS es superado, la solution se convierte en un par brana-antibrana unidas por una 
garganta. Finalmente hemos estudiado el efecto de pequenas perturbaciones transversales 
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tanto a la cuerda como a la brana sobre la solution no-BPS, mostrando mediante un analisis 
de dispersion que los resultados corresponden a las condiciones de contorno de Dirichlet 
esperadas. En particular, la amplitud de reflection para el fondo no-BPS es ligeramente 
mayor que la hallada en el caso BPS y tiende a —1 en el Kmite de bajas energias. 
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Chapter 7 
Conclusiones 



En esta tesis hemos estudiado distintos aspectos de modelos de Dirac-Born-Infeld, cuyo in- 
teres ha crecido al aparecer como teorfas efectivas, a bajas energias, de los modelos de cuerdas 
que unifican todas las interacciones. Resumiremos en estas conclusiones los principales re- 
sultados originales que hemos obtenido en el trabajo de tesis. 

En primer lugar, en el capitulo |3] estudiamos la extension supersimetrica, N = 2, del 
modelo de Born-Infeld-Higgs en 3 dimensiones de espacio-tiempo y sus relaciones de Bo- 
gomol'nyi. En las extensiones supersimetricas de la teorfa de Born-Infeld que habi'an sido 
discutidas previamente [jjql-IM, solo el sector bosonico habi'a sido construido exphcitamente. 
Para derivar las relaciones de Bogomol'nyi a partir del algebra de supersimetria N = 2, es 
necesario conocer tambien el lagrangiano puramente fermionico y de interaction (al menos 
a orden cuadratico) pues origina terminos en las corrientes de Noether que de hecho consti- 
tuyen las unicas contribuciones no nulas al algebra de supersimetria cuando esta se escribe 
en el sector puramente bosonico. 

Llevamos a cabo entonces tal construction y a partir del analisis del algebra, pudimos 
mostrar que la supersimetria fuerza una forma funcional particular para la action bosonica, 
en la que el potential de Higgs aparece dentro de la raiz cuadrada de Born-Infeld (ver 
ec.( [4.63D ). De esta manera la forma funcional del potential de ruptura de simetria de gauge, 



que habia sido seleccionado en |18| con el fin de tener las ecuaciones de Bogomol'nyi usuales, 
resulto umvocamente determinada por la extension supersimetrica del modelo. Como era de 
esperar, encontramos que la carga central del algebra de supersimetria N = 2 coincide con 
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la carga topologica (el numero de unidades de flujo magnetico) del modelo, lo que muestra 
que la cota de Bogomol'nyi no se modifica cuando la accion de Born-Infeld reemplaza a la 
de Maxwell. 

Trabajamos en 3 dimensiones de espacio-tiempo porque en este caso se conocen solu- 
ciones de vortice del modelo de Maxwell-Higgs que satisfacen ecuaciones de Bogomol'nyi. 
Como hecho notable, encontramos que las mismas ecuaciones (y luego, el mismo conjunto 
de soluciones) son validas cuando la dinamica del campo de gauge esta determinada por el 
lagrangiano de Born-Infeld. Esto nos indujo a analizar el conjunto de lagrangianos super- 
simetricos con un sector bosonico dependiente de los invariantes fundamentales F^ U F^ V y 
F^Ffu,. Este conjunto incluye, para una particular eleccion de coeficientes, el lagrangiano 
supersimetrico de Born-Infeld, y tambien una clase infmita de lagrangianos que tienen propa- 



gation causal |[55|| . Mostramos en este contexto el porque las relaciones de Bogomol'nyi son 
insensibles a la eleccion del lagrangiano para el campo de gauge: lagrangianos de Maxwell, 
de Born-Infeld y no polinomicos mas complicados tienen la misma estructura BPS, siempre 
que el acoplamiento con el campo de Higgs sea mmimo. 

En la definition de la accion de Born-Infeld no abeliana existe una ambiguedad rela- 
cionada con la forma de definir la estructura de traza en los indices de grupo. Motivados por 



un trabajo previo [W\ donde se senalo que una cierta eleccion de traza (simetrica), propuesta 
en 



HP , permite la existencia de una cota de Bogomol'nyi, y conocida la relation entre cotas 
y supersimetria, decidimos estudiar la extension supersimetrica de dicha accion no abeliana. 
Presentamos nuestros resultados en el capftulo ||. 

En particular, mostramos que la accion defmida en base a la prescripcion de traza 
simetrica es compatible con supersimetria. Para ello construimos el lagrangiano super- 
simetrico N = 1 en d = 4 (ec.( |5.42|) ), empleando los supercampos de curvatura usuales 
como bloques basicos. Obtuvimos un lagrangiano que, en su sector bosonico, depende solo 
de los invariantes F^F^ y F^F^ . La prescripcion "Str" permitio definir la extension no 
abeliana de la teoria de Born-Infeld como una raiz cuadrada del determinante de g^ v + F^ v , 
eliminando las ambigiiedades en el ordenamiento del determinante, como asi tambien del 
desarrollo en serie de la raiz cuadrada. El metodo de construccion did origen a una familia 
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de lagrangianos que, similarmente al caso abeliano, resultan estar acotados por una canti- 
dad topologica, saturando la cota (en espacio piano de Minkowski) cuando = ±iF Mi ,. 
Mostramos tambien como estas ecuaciones BPS resultan del analisis de las variaciones su- 
persimetricas. 

' ' re- 



Como mencionamos arriba, la extructura de traza de la teoria de BI fue fijada en [46 



quiriendo que la accion quedase linealizada en las configuraciones BPS (instantones, monopo- 
los, vortices). En nuestro analisis, pudimos ver que la traza simetrica surge naturalmente 
en el formalismo de supercampos, cuando se construye la rafz cuadrada del lagrangiano de 
BI. Esta confluencia de resultados no es mas que una manifestation de la conocida conexion 
entre supersimetria y relaciones de Bogomol'nyi. 



En el capitulo [| estudiamos la accion de Dirac-Born-Infeld en d = 4, en relation a 
la dinamica de bajas energias de una D3-brana, en la teoria de supercuerdas tipo IIB. 
Extendimos las soluciones de las ecuaciones de movimiento conocidas, electricas, BPS y 
no-BPS, al caso magnetico. Asf, obtuvimos soluciones dionicas no-BPS de las ecuaciones de 
movimiento de Dirac-Born-Infeld para un campo de gauge U(l) en el volumen de mundo, 
acoplado a un campo escalar. Analizando luego estas soluciones en el contexto de dinamica 
de branas. Nos concentramos en el sector no-BPS de las soluciones, de manera de examinar 
si esta caracteristica afecta la imagen de Polchinski [531 en la que las cuerdas terminan en 



branas. La carga del campo escalar q s se expresa, para las soluciones de branas, en terminos 
de las cargas electrica y magnetica como 

q 2 s = ql + ql - {4*T?r$ (7.1) 

Para Tq > nuestras soluciones corresponden a una brana con una punta, para Tq < 
se tiene una solution de brana-antibrana unidas por una garganta. La energla substraida 
(renormalizada) de estas soluciones dionicas no-BPS puede ser acomodada de manera que 
resulta natural interpretar a la solution como una brana deformada por una cuerda de tension 
T(n )m ) = T^Jn 2 + m? / gl {m y n son el numero de flujos unitarios electricos y magneticos de 
las solution) unida a ella. Este resultado es esperable en base a la simetria S de la teoria de 
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supercuerdas IIB. Como se mostro graficamente en la Fig. |6.4| , al aumentar la carga escalar 
hasta el valor qf PS , la punta en la brana crece y cuando este valor es superado, la solution 
se convierte en un par brana- antibrana unidas por una garganta. De esta manera, muestras 
soluciones realizan los dos conjuntos de soluciones discutidos en Finalmente estudiado 
el efecto de pequenas perturbaciones transversales a la cuerda y a la brana. Mostramos, 
mediante un analisis de dispersion, que los resultados son consistentes con las condiciones de 
contorno de Dirichlet esperadas. En particular, vimos que la amplitud de reflection para el 
fondo no-BPS es ligeramente mayor que la hallada en el caso BPS y tiende a —1 en el li'mite 
de bajas energfas. 
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Appendix A 
Convenciones 



Metrica e Indices 

• Usamos indices griegos /i, v, .. — 0, 1, 2, 3, para las coordenadas del espacio-tiempo x M . 

• Los indices latinos k denotan coordenadas espaciales x % = (x 1 ,^ 2 ,^ 3 ) = (x,y,z). 
Alternativamente usamos x = (x 1 , x 2 , x 3 ) para las componentes contravariantes. 

• La signatura de la metrica es g^ v = diag(+, — , — , — ) (capitulos 3 y 4) y g^ u = 
diag(-, +, +, +) (capftulo 5). 

• El tensor de Levi-Civita e fiupa es totalmente antisimetrico con e 012 3 = 1 (e 0123 = — 1). 

• El tensor totalmente antisimetrico en dimensiones espaciales se define con e 123 = 1 sin 
distinguir entre indices covariantes o contravariantes. 

Campo electromagnetico 

• i) Metrica g^ u = diag(+, -, -) 

— # 

A partir de la 1-forma = (0, —A) se define 



E = -V(j)-d t A 
B = VAA 



(A.l) 



(A.2) 



que se expresa en notacion covariante como 




(A.3) 
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E x E, 



y E z \ 



-E x 

-Ey B Z 



B Z By 

-B, 



V —E z -By B x / 



dando las siguientes relaciones 



E i = Ei 



B Bi EijkFjk 



Ei 



F 



ii) Metrica = diag(-, +, +, +) 

A partir de la 1-forma = (—0, A) se define 

E = -V<j>-dtA 
B = VAA 

que se expresa en notation covariante como 



Ep,v — d^A u d u A^ 



fJLV 



( -E x -E y -E z \ 

E x B z —By 

E y —B z B x 

V E z By —B x / 



dando las siguientes relaciones 



E l = Ei 



i0 



B Bi ^ijkEjk 



Eio — Ei 



^ijkBk 
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El dual de Hodge se define como 

fiflV _ 

2 



pi» = \ e ^ P a Fpa (A.13) 



que corresponde a hacer 

E —¥ —B 
B —> E 



(A. 14) 



La expresion inversa a ( |A.13|) es 



= --e^ pcJ F p(T (A. 15) 

Identidades 

F 2 = F^F^ = 2 (B 2 - £ 2 ) (A. 16) 

FF = F^F» U = AE ■ B (A.17) 

F = -F (A.18) 

F 2 = F^F^ = -F 2 (A. 19) 

1 

— ( 

2 

1 

4 V 

Las identidades anteriores se dedujeron usando las siguientes propiedades del tensor 
de Levi-Civita 



f;f; = f;f; + -s;f 2 (A.20) 
= ~\ 5 l FF ( A - 21 ^ 



' flLOTV 



= (A.22) 
e^e^ T = -2(5*5° - 5?5Z) = -25% (A.23) 



^pvpu 



' pvpu) 



-3\5Z (A.24) 



£ Ml/p< W = -4! (A.25) 
Usando las identidades (|A.20 ) y (|A.21 ) tenemos que 



rpA _ p v p pp a 77. p. 

fl V p cr 



p v p pp a p n (p2\Xpp up H 

H v p a n\ I p. p a 



-\f;81{ff)fs + \{f 2 ) 2 

\{FF) 2 + \(F 2 ) 2 (A.26) 
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que permite reescribir el lagrangiano de Born-Infeld ( J4.1p en terminos de F 2 y FF. 
Usando la antisimetrfa de F pv podemos mostrar que toda contraction de un mimero 
impar de F's es cero 

El resultado ( |A.26| ) se generaliza para un numero par arbitrario de F's usando la 
siguiente relation 

rp2n _ r(i2P« T? Mi 

= _I j p2 F 2n-2 + _L( Fj p)2 F 2n-4 (fl > 3) (A.28) 

Luego cualquier contraction de F's se puede expresar en terminos de los invariantes 
fundamentales F 2 y FF. Para las primeras potencias tenemos 

F 6 = -^ 2 {F 2 f-^F\FFf (A.29) 
F 8 = ^(F 2 ) 4 + ^(F 2 ) 2 (FF) 2 + 1(FF) 4 (A.30) 



son reem- 



Caso no abeliano: En este caso F = F a t a y las identidades ( |A.16| )-( |A.21 
plazadas por 

FF = FF = -F pu F^ (A.3i; 



1 



F l j, v F l ' p = F"F ltl + -6 P F 2 (A.32) 



F pv F vp = -F"Fw - U^FF (A.33) 

obteniendose en particular 

F 4 = F/F/F/F/ = - ((F 2 ) 2 + F M „ F 2 F^ + F pv F pa F pv F p °) (A.34) 



F pv F vp F p °F ap = l - ((F 2 ) 2 + F pv FFF^ + F^F pa F^F p °) (A.35) 

F pv F pa F p °F pv = i ((FF) 2 + F^ F 2 F^ + F^F pa F^F p °) (A.36) 

que muestra que las potencias de orden F 4 en el desarrollo del determinante de BI se 
factorizan en terminos de F 2 y FF, independientemente de la election para la traza 
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en los indices internos de grupo. Es de esperar que esta propiedad valga tambien para 
las potencias de orden superior. 



Espinores 

• Seguimos en casi su totalidad la notacion de Lykken [|TTJ salvo ligeras modificaciones. 
Para un estudio detallado de las representaciones espinoriales del grupo de Lorentz ver 
[jB6|1 , tambien son discutidas en 0, [|T0] , flST)] . 



Usamos indices griegos sin punto .. = 1,2 para denotar las componentes de la 
representation (|,0) del grupo de Lorentz = ip a . 

Usamos indices griegos con punto .. = 1,2 para denotar las componentes de la 
represent acion (0, |) del grupo de Lorentz ip^ = tp a []. 

Las letras mayusculas griegas A, T, E, .. las usamos para denotar espinores de cuatro 
componentes, en general fermiones de Majorana en d = 4. 

Las minusculas griegas A, e, ip, .. las usamos en d = 4 para denotar fermiones de Weyl 
de dos componentes. 

La metrica en el espacio de espinores de Weyl es [] 

e «/3 = Cdfl = I J n 1 ) ( A - 37 ) 





-1 



= e^= ( ° * ] = ia 2 (A.38) 



donde 



e a ^ = 51 (A.39) 
^ = <3 (A.40) 



1 La notacion es redundante pues un espinor barrado es sinonimo de que transforma con indices punteados, 
pero mantenemos la convention usual ya que ayuda a evitar confusiones. 

2 La notacion de Van der Waerden de indices arriba y abajo, punteados y sin puntear es para tener en 
cuenta la propiedad e (^,0) ia 2 ip* £ (0, ^) y que x^icr 2 ?/'^ es un escalar bajo transformaciones 
de Lorentz ver @, || . 
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La convention para subir y bajar indices es 



r = e°% i>a = eapipP (A.41) 

r = & = ^ (A.42) 



Producto escalar para espinores de Weyl 



i>X = = ~^aX a = X^a = X*P (A A3) 

$X = = -rXa = %d & = X$ (A.44) 
En particular denotaremos 

^ 2 = ^ a (A.45) 

^ 2 = (A.46) 

El adjunto de un espinor de Weyl se define como 

(vg f = $ & {i>«y = r (a.47) 

La operation de conjugation f intercambia el orden de los fermiones en un producto 
escalar sin tener en cuenta el caracter grassmann de los mismos y las definiciones 
( |A.44|) -( |A.44j ) fueron hechas para que 

(x^ = (x^aV = = X^ (A.48) 

Dado que las <7 M son hernriticas tenemos 

( X a^y = ^X (A.49) 

Las matrices de Pauli 



a 



1 _ ( 1 \ 2 _ / -i \ 3 ( 1 



satisfacen 



I o J " ~\i o ) ' ~[o -i J < A - 5 °) 

<tV = 5 ij + ie ijk a k (A. 51) 
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a i a j a k = S ij a k - 5 ik a j + 5 jk a { + ie ijk (A.52) 

traV = 25 ij (A.53) 

= 2ie ijk a k (A.54) 

{a\aJ} = 2S ij I 2 (A.55) 

donde J 2 denota la matriz identidad 2x2. 

A partir de ellas definimos las matrices hernriticas 

<r" = (I 2 ,a) (A.56) 
<r" = (J 2 ,-a) (A.57) 

tambien usaremos cr° = a = J 2 . 

o" M tiene indices sin punto — punto : cr^ 
cf M tiene indices punto — sin punto : a M a/3 

Podemos construir vectores de Lorentz haciendo 

X a^ = X a <J" (A.58) 
Xa^ = Xa^^a (A.59) 

Tenemos las siguientes relaciones de completitud 

tia^a u = 2g» v (A.60) 

= ^4 (A.61) 
Las matrices <r M y se encuentran relacionadas 

<rf =^fi^ 6fi ( A - 63 ) 

y satisfacen las identidades 

(a^ + a'a^ = 2g^5% (A.64) 

(^V + ^V)f = 2<T^ (A.65) 
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o p o v a p = {g pu g puJ - g pp g uu + g up g^)a u - ie pupw a u 
a p a u a p = (g pu g puJ - g pp g UUJ + g up g^)a w + ie pupul a u 



(A.66) 
(A.67) 



Para las matrices de Dirac tomamos la representation quiral 

T p =( ° ^) 



(A.68) 



La convention para la matriz de quiralidad es 



ir 1 r 2 r 3 r° 



h o 
o -h 



La convention para los generadores de Lorentz es f\ 



[T p , V] 



a 



fjtv 



o 



donde 



(A.69) 



(A. 70) 



a 



a 



4 

i 

4 



\a p a v - a v a p \ 



a p a u - a u a p ] 



que satisfacen la relation de trazas 



tra^a** 7 = -{g pp g ua - g^g vp ) + -e pupa 
2 2 



y las relaciones de dualidad (cf. (|A.122|) ) 



a 



fJ,U 



-e pvpa o 



pa 



a 



— e pvpa a 



pa 



(A.71) 
(A.72) 



(A.73) 



(A. 74) 
(A.75) 



La representation ( A.68 ) para las matrices T muestra que aparecen contenidos, natu- 
ralmente, en un espinor de Dirac dos espinores de Weyl de quiralidades opuestas. Dado 
que frente a transformaciones de Lorentz un espinor de Dirac typ transforma como 



(A.76) 



! E1 generador de rotaciones en el espacio-tiempo M^ v del grupo de Lorentz es M^ v = x^P v — x v + 



114 



donde 

S = e~^^ (A.77) 

vemos que si denotamos 

debido a ( |A.70| ) \ J £ transforman independientemente frente a transformaciones de 
Lorentz 

^ — (S) a % = fe-i"^) P ^ (A.79) 

p _^ ([St]- 1 )^ = ( e -*«^)* e* (A.80) 

El adjunto de Dirac se define como 



El conjugado de carga se define a partir de este ultimo espinor comoQ 

^ c = C^ T con CF» T = -T»C (A.82) 
Para nuestra convention de matrices Y ec.( |A.68i ) tenemos 



luego 



c = -.r 2 r°= f ^ ^ =► c T = -c (A.83) 



-° (A - 84) 

El mimero de grados de libertad puede ser reducido mediante distintos procedimientos. 
Los fermiones % J £ en (|A.78|) son las componentes de Weyl de = + donde 



< - 2 H I T'nl' = l X Q a ) (A.85) 



*i^(l-r 5 )* = J (A.86) 



4 Partiendo de $ que satisface + — m)W = se busca definir ty c en terminos de \& de manera que 
satisfaga (ip — eJ^ — m)^ = 0. 
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El espinor de Majorana se define como aquel que satisface la propiedad de ser 
autoconjugado de carga 

Espinor de Majorana : * M ^ C M = ^ M (A.87) 

entonces 

CW M = * M =► ( J? ) = ( p ) e = X (A.88) 

Luego los fermiones de Majorana en nuestra notation se escriben 

*M = ( A - 89 ) 
^Af = ( V° ^ ) (A.90) 

De donde deducimos que no pueden existir espinores de Majorana- Weyl en d = 4 por 
ser incompatible ( |A.89| ) con las ecs.( |A.85| )- (|A.86| ). 



Identidades 



iP a ?pP = --e Q/3 V 2 (A.9i; 



= \e a p^ 2 (A.92) 
= ^e^ 2 (A.93) 
Mfi = -\t«$ 2 (A-94) 



((0Od) f = (a^) a (A.95) 

(Ka^) Q )t = {a*o"Q) & (A.96) 

(j^ t = (A.97) 

(0*)(0V) = -VxV (A.98) 

{Ba^O) = 6 2 g^ (A.99) 

(da^d)(da u d) = -dWg^ (A. 100) 

QaH{a v Q) a = ^6 2 {6^(j v ) a (A.101) 

{\a»6)(6a v 6) = ^PXa^e (A.102) 
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6a p X = Xfo" = ^XO = -X^O 
a p 0a p a u 9 = -6a p a p a u 6 

{Qo w Q){Qa p a p o v Q) = -^9 2 9 2 (g pp g uu - g pv g^ + g^g puJ + ie 
Qo p o UJ a p o v Q = 9 2 (g puJ g p " - g pp g uv + g pu g uip - ie p " pv ) 

f «vJL = _ A 
do? oe a 

Propiedades de las matrices T 

• Para nuestra convention de T 5 ec.( |A.69| ) tenemos 

(r 5 ) 2 = 1 

• Toda representation para las matrices T satisface 

r ot _ r o 

pif _ _pi 
p^t _ pOp/ipO 

r^ T = -c^vc 

• Para la representation quiral (|A.68|) vale 



vale 




pOT 


= r° 


pl T 


= -r 1 


p2T 


= r 2 


p3T 


= -r 3 


C = 


-*r 2 r° 



Para el producto de varias T's tenemos 



r M r^ = 2g pv — T V T P 
p/ip^pp _ g^Y p — g pp Y u + g up Y p — ie pypu T^T 
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1 



-e 



-(rv p -r^ 



r°r\ 



Contracciones y trazas 



trr 5 
trr 5 r^ 
trr^r^ 
trr^rT" 

trr 5 r w p^2n+i 



4 










(A.120) 
(A.121) 
(A.122) 
(A.123) 

(A. 124) 
(A.125) 
(A.126) 
(A. 127) 
(A.128) 
(A.129) 
(A. 130) 
(A.131) 



Relaciones entre espinores de Weyl y de Major ana 

Ecuaciones escritas en terminos de espinores de Weyl pueden ser reexpresadas, teniendo 
en cuenta las expresiones ( |A.89| ) y (|A.90| , en terminos de espinores de Majorana. Los es- 
pinores de Majorana tienen las siguientes propiedades 



A\l> 

Ar 5 ^ 
Ar^ 
Ar 5 M 



o 

^r 5 A 

-vET'A 

^r 5 r^A 



Terminos cineticos: 



^ = + r 5 )^ 



(A.132) 
(A.133) 
(A. 134) 
(A.135) 
(A.136) 
(A. 137) 

(A.138) 
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donde se debe entender 



Terminos de masa 



^ = 1^(1 -r 5 )^ (A.139) 



p = <r*dp (A. 140) 

P = a'dp (A.141) 



^ = 1^(1 + r 5 )^ (A.142) 



= ^(1-T 5 )^ (A.143) 
ipX = ^(1 + T 5 )A (A.144) 
i>\ = -^(1-T 5 )A (A.145) 



Terminos de corriente 



ipu^ip = I*r 5 M (A.146) 

i)a^ = -i^r 5 r M ^ (A. 147) 

Xa^ip = iA(l + r 5 )r^ (A.148) 



Xa^i[) = -A(l-T 5 )r^ (A.149) 



Accion de Born-Infeld ('34) 

Usando la siguiente identidad 

det^ + i^) = det(^ p (^ + n)) (A.150) 

= g-det(5 p u + F^) (A.151) 

donde g = detg^ y F p v = g pp F^ U) y recordando que el tensor de Levi-Civita en espacio 
curvo se define comof] 

P = , — — jfiupa = \J ~ 9 ^iivpa (A. 152) 



5 La presencia de \J—g en el denominador de j^ u P a hace que la generalization a espacio curvo de FF 



defmida por la ec.(A.156) sea efectivamente un invariante topologico. 
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(donde hemos usado que £0123 = —e 0123 ). La definition del lagrangiano de Born-Infeld en 
espacio curve- queda 



C 



Bl 



det(s^) - yj- det (g^ + F pv ) 



donde 



1 _, F iiupa 

G = -F F^ = — 



-F F 

- 1 /i^- 1 per 



(A.153) 
(A.154) 
(A.155) 

(A.156) 



En espacio curvo, la ec.( |A.18p sigue valiendo si el dual se define como F^ = \j^ up<T F piJ . 
Action, ecuaciones de movimiento y leyes de conservation 



Partiendo de una action general 



S = J d 4 xy^g L(g pu , J 7 , Q) 



(A. 157) 



donde F y G fueron definidos por las ecs. flA.15HD , deducimos las siguientes ecuaciones 
de movimiento (teniendo en cuenta que F = dA) 

1 



V P D^ = 



dF = 



-9 



-gD 



pv\ 



1 



donde V = d + V y hemos definido D^ v como|2[],[[83|f] 



D 



5S 



t JL_ 

'5F„ 



(A.158) 
(A.159) 

(A.160) 



v 9 1'fw " 1 /."' 

En terminos de vectores 3-dimensionales tenemos que F pv = (E, B) contiene los campos 
ponderomotrices y que = (D, H) contiene los vectores de desplazamiento electrico 
e induction magnetica. Para el caso de BI en el que L esta dado por ( |A.154|) - ([A.155|) 
se obtiene 

D u» = (A.161) 



T-G l 



6 La ausencia de un 2 en la ec.(3.3) del paper original de Born-Infeld se debe a que ellos derivan el 
lagrangiano considerando la antisimetria de F^. 
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Las leyes de conservation, debidas a la invariancia frente a difeomorfismos, pueden 
ser deducidas de las identidades de Bianchi (|A.159|) y las ecuaciones de movimiento 
( [A.15SQ obteniendosef] 

V M r^ = (A. 162) 

donde el tensor de energia impulso T^ p est a definido como 

T ^ = ^=J^ = Wu - 9r L (A. 163) 

Con el objeto de definir el hamiltoniano y mostrar una formulation equivalente (dual) 
de la teoria de BI, defmimos 

„ = ^ = -\ + f;:f (a. 164) 

Q = \d^D^ p = G (A. 165) 

Con estas definiciones es posible mostrar que es posible expresar, en la teoria de BI, 



F^y en terminos de D^ v como 



Definiendo entonces ^ 



tenemos que 



F^= y + QD ^ (A. 166) 

'l + V - Q 2 



H(V,Q) = —D^F^-L (A.167) 
l + V- Q 2 -l , (A.168) 



' Jl V" (A.169) 



SD^ 2\Jl + V - Q 2 2 
La formulation equivalente de la teoria se obtiene definiendo el hamiltoniano como 



H = V=g H=^- det(^ + D^) - yj- det(g^) (A.170) 

y tomando que 

D^^dpBv-dvBp (A.171) 



7 Obviamente tambien podemos deducirlas usando el teorema de Noether. 

8 E1 factor 1/2 en la definition del hamiltoniano viene de la definicion de dada por la ecuacion (A. 160) 
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Luego, no solo tenemos las ecuaciones de movimiento que se derivan de ( |A.170| ) 



-A, 



_ 5H 

-g— — 

5D„ 







(A.172) 



V-9 ov^ s/-g 

(donde hemos usado ( A. 169 )) sino tambien las identidades de Bianchi correspondientes 
a (EP7ID 



dD = 



1 



-g 



-MV^gD 



o 



(A. 173) 



Tenemos entonces dos formulaciones equivalentes para la teoria sin fuentes en terminos 
de L y en terminos de H cf. (|A.158|) - (|A.159|) con (|A.172j) - (|A.173|) (ver tambien 0). 



Estas formulaciones son la base para el estudio de la simetrfa de dualidad en la teoria 
de BI H,|4 . 
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Appendix B 

Componentes de los supercampos 



Derivadas en el superespacio: 



8 a 


= d/d6 a 


d a = 


d/d6 a 




= d/de a 


da = 


8/ 89" 




= 5? 


d*e $ = 


5? 

P 


d a e 13 


= - e *P 


d a 9/3 = 






= _ e «/3 


d a 9j = 


~ € aj3 


8J 2 


= 29 a 


dj 2 = 


-26 a 


d 2 e 2 


4 


B 2 e 2 = 


4 


d a e 2 


= -26 a 


d & 6 2 = 


29" 


d 2 


= 2<9k9 2 


d a df3 = 





-e af3 8p 



(B.l) 



Notar que las derivadas espinoriales no suben y bajan los indices con e sino con — e. 

• Integration en el superespacio: 

Las integrates en las variables 6 (grassmanns) es la usual siguiendo la definition de 
Berezin 

j dee = i (b.2) 

J de = (B.3) 
JdBf{0) = h (B.4) 

donde usamos que una funcion arbitraria de una linica variable de Grassmann e tiene 
una expansion de Taylor f{9) = / + 9f\. 

En el caso de superespacio TV = 1 la convention es 

d 2 e = ~de a de^e a/3 (b.5) 
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d 2 9 = ~dB & dB^ (B.6) 

d 4 6 = d 2 9d 2 9 (B.7) 

Obteniendose las identidades 

"d 2 9 9 2 = 1 (B.8) 

d 2 ee 2 = 1 (b.9) 

Para obtener lagrangianos supersimetricos debemos tomar la componente mas alta del 
supercampo. En el formalismo esto se logra integrando en d 4 9 para un supercampo 
real y en d 2 9 para un supercampo quiral. Las convenciones son: 

Supercampo quiral: 

$ = (f) + V26ip + 6 2 F (B.10) 

Supercampo vectorial: 

V wz = -9^9 + %9 2 9\ - %9 2 9\ + -9 2 9 2 D (B.ll) 

Combinando convenientemente supercampos se obtienen distintos modelos supersime- 
tricos Q: 

Modelo de Wess-Zumino 

Cineticos: Jd 4 9&§ = d^d^cj) + F t F - i^d^ip (B.12) 

1 d 2 W 

2 d 2 (j) 



r ( dW 1 d 2 W \ 

Superpotencial : / d 2 9 + h.c. = —-F — -tfj 2 + h.c. (B.13) 

J \ do 2 o l o ) 



Modelo de Higgs supersimetrico 



Cineticos : J d A 9 = (D M 0) t (D M 0) - i + F ] F 

+D$(f) + iV2$\i/; -iV24><4>\ (B.14) 
Fayet- Iliopoulos : J d A 92^ 2 V = £ 2 D (B.15) 



*A menos de terminos de superficie. 
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donde la derivada covariante = + iA^ Q. La invarianza de supergauge restringe 
los posibles superpotenciales que ahora deben ser invariantes frente a (|3.126|) . 

Super Yang-Mills 

i-Im (rTr/ MW*W a ) = -^J^J^.^i^F^+i^-^A^p^A)- 

(B.16) 

donde la normalization de los generadores es Tr t a t b = \5 ab y la derivada covariante 
actua sobre el fermion en la adjunta A = X a t a como D^X = + i[A^, A]. tambien 
en la adjunta se escribe como F^ u = d^A v — d u A^ + i[A^, A u }. 

• Componentes de los distintos supercampos necesarios para la construction de la ex- 
tension supersimetrica de la action de Born-Infeld abeliana. 

Supermultipletes de curvatura W a y W& 



W a (y,0) 



D^D a V 



)aFf Jj i/ 



2 (fX)c 



(B.17) 
(B.18) 



donde 



Notemos que 



W„(y\e) = - A D^DpD & V (B.19) 
-iX & - 6 & D - '-(a^O)^ + 6 2 ($X)a (B.20) 



(fX) a = a^d.X" (B.21) 
(pX) & = a^/d^X/s (B.22) 

W a = (W a y (B.23) 



2 E1 acoplamicnto con el campo de gauge en la derivada covariante actuando sobre los fermiones de 
Weyl se expresa en terminos de fermiones de Majorana como ^T^V^ ^ donde Dp, = + iT 5 A tl . No puede 
ser de otra manera ya que para majoranas ^r^^ = 0. 
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Solo hay componentes puramente bosonicas en 9 2 (9 2 ) de W a (Wa)- 
Supercampo W 2 : En variables (x, 9, 6) 



W 2 (x) 



= -A 2 



(B.24) 



W 2 (x) = -2iD 9\ + ea"a u \ 



(B.25) 



W 2 (x) 



02 



e 2 (-2i\px + a) 



(B.26) 



W 2 (x) 



-ie^ed^x 2 



;b.27) 



W 2 (x) 



e2S = -e% (pr^ \a f 



;b.28) 



donde 



W 2 (x) 



1 

e 2 e 2 ~ 4' 



e 2 e 2 u\ 2 



A = D 2 - l -F^F, u - l -F^F, u 
A* = D 2 - l -F^F^+ % -F^F^ 



^B.29) 



(B.30) 



QT = Drf v + iF^ - F^ 
En todos lados, salvo que se diga lo contrario, D, F pv , F pu y A son funciones de x. 

Las componentes de W 2 pueden ser obtenidas de estas ultimas expresiones calculando 
el adjunto. 

Supercampo W 2 W 2 (x): En variables x 



W 2 W 2 (x) 
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2 \2 



A A 



;b.3i) 



W 2 W 2 (x) 



nx 2 (dox-U^^xf, 



W 2 W 2 (x)\ =6 2 X 2 (2tXfX-A) 



W 2 W 2 {x)\ eS = -iOa^O X 2 % A 2 + 4 (r>6X + ^F^Oa^Xj 



W 2 W 2 (x) 



e 2 e 



W 2 W 2 



e 2 e 2 



(d OX - % -F p(J 8a p a a X 



= 6 2 { (2iD 6X - Xa^<j u 6F^) (-2iX$)X + A) + 

Ipr^ea^X (a 2 )} 
ew {-1 (a 2 qa 2 + A 2 QA 2 ) + ^ (a 2 ) 9" (A 2 ) 

-4 (A^A) (A^A) -2iA*A^A - HA XpX + A A* 
+2i ImC/} 



donde 



= A<9F - (&4)F 
[/ = -iA9 p ((^)V"A)fi 



= (d 2 + ^F a/3 F^) ^ - 2£>jf'F w + 2F"'F wt 



Jm (fl*"') = —Dd u F up + 9, (F-) F ap + F ua d l/ F afl + ^(F Q/3 )F^ 



Supercampo X (x) = § (D 2 ^ 2 ^) + L>W 2 (x)) 



,Y| = ( i (A^A + A^A) - D 2 + ^F s 
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X\ e = -d^D\a»9) - -dpiF^tewe) 



(B.40) 



X\ s = d^D Xa^9) - -d p (F pu \a*c?o<>Q) 



(B.41) 



X\ eS = i9a^9d p - \<f)\ + \fF^j 



(B.42) 



x\ ffl = -^e 2 u\ 2 



(B.43) 



X\ m = -^9 2 DX 2 



(B.44) 



X\ g2 Q - 9 2 a 



- (p \6) - - (F, u \a^9) 



(B.45) 



X\ 9 - e2 = -9 2 a 



l -(DX9) + ^(F^X<J^i 



(BAG) 



X\ e282 = -j9 2 9 2 n ft (A^A + A^A) - D 2 + )-F< 



(B.47) 



Supercampo Y (x) = -± (d 2 W 2 (x) - D 2 W 2 (x)) 



Y\ Q = \ (\f\ - m) + -FF 



(B.48) 



(B.49) 



(B.50) 
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WQdp + + D 2 - l -F 2 



Y\ e2 = -^ 2 nA 2 



Y\ §2 = ^ 2 DA 2 



-e 2 u 



±(D\e)+ l -(F„ u \aW9) 



-e 2 u 



\{D\6)- l -{F, v \a^t 



2 2 U ((\f\ - A^A) + )-FF 



129 



Appendix C 

Reduccion dimensional d = 4 — > d = 3 



• La reduccion dimensional en la coordenada x 3 consiste en tomar 

• d 3 = 

. A 3 — > campo escalar 

• Para los indices en d = 4 usamos letras griegas /i, i/, .. = 0,1,2,3. 

• Para los indices en d = 3 letras latinas = 0,1, 2. 

• La convention para la metrica es g = diag(+, —,—,...). 

• Los tensores de Levi-Civita valen 

d^A : £0123 = 1, e 0123 = -1 
d = 3 : £012 = 1, e 012 = 1 

Tensor de campo electromagnetico 



La 1-forma se reduce 



= (A , A u A 2 , A 3 ) — > [Aj = (A), Ax, A 2 )] © iV 
• La 2-forma = d^Ay — d u A^ en d = 4 queda 

- 1 








Foi 


F02 


d N \ 




F\Q 







diN 




-^20 


F21 





d 2 N 


V 


-d N 


-d ± N 


-d 2 N 


/ 



(C.l) 



130 



Luego result a que 



- 2diNd l N\ d=3 



El dual de Hodge definido en d = 4 como F pv = \e PjVpa F pu qued 



( -d 2 N drN -F 12 \ 

8 2 N -8 N F 02 

-d x N d N -Foi 

\ F 12 —F 02 F i / 



que da como result ado 

donde se define F l = ^F jk = (F 12 , -F 02 , F 01 ) = 
Contracciones del tensor de Levi-Civita 



B, —E y , E x ). 



En d = 3 tenemos 



e ijk e iab = 5151-5151 = 5; 



e ijk e 



ija 



2*2 



3! 



(C.2) 



(C.3) 



(C.4) 



(C.5) 
(C.6) 
(C.7) 



Espinores 

Denotamos las matrices de Dirac como r en d = 4 y como 7 en d = 3. 

Los espinores (Majorana) en d = 4 los denotamos con letras mayusculas griegas A, T. 
Los espinores de Dirac en d = 3 por mayusculas griegas E, Q y los espinores de Majo- 
rana en d = 3 mediante minusculas griegas ip,\,e. 



Las matrices de Dirac en d = 4 las escribimos [] 

P = y <g> cr 3 = ( 

T 3 = 1 tgua 1 =( 



r 5 = 1 ® -a 2 



Y 
-y 

i \ 

1 ) 

i 

-i 



(C.8) 
(C.9) 
(CIO) 



1 La matriz T 5 fue definida en (A.6E) 
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donde las matrices de Dirac (2 x 2) en d = 3 son 



7 °= a 2 



7 1 = ia l 



7 2 = ia 3 



-i 

1 

% N 

1 , 

% 



(C.11) 
(C.12) 
(C.13) 



\0 -i J 

de manera que tenemos una representacion de Majorana (imaginaria pura) tanto en 
d = 3 como en d — 4. Para poder hallar la matriz de conjugacion de carga C defmida 
por la ec.( |A.82j ) necesitamos conocer T T 

( y° t = — r° 



d = A: 



r T = r (z = 1,2,3) 



Y T = J a (a = 1,2) 



Si definimos la matriz de conjugacion de carga C como (cf. ec. (|A.83|) ) 



d = 4 : c = -r° 



d = 3 : C 



"7 



(C.14) 
(C.15) 

(C.16) 
(C.17) 



con esta definition C 2 = 1 y los espinores autoconjugados de carga ^ m tienen compo- 
nent es reales )p| 



Espinor de Majorana : ^ m & ^ 



(C.20) 



Al efectuar la reduction dimensional de un fermion de Majorana en d = 4 obtenemos 

*m = ( t 1 ) (C.21) 



Al 



( fh -^2 ) 



(C.22) 



2 Confrontar con la representacion quiral ( A. 65 ) donde el espinor de Majorana se expresa en terminos de 
espinores de Weyl como 



(c.18) 



y satisface (ver ec.( A. 87)) 



CabQb — Qa 



Qa ~ ^abQb — Qb^ba 



(C.19) 



Para C dada por la ec.(A.83) se tiene C 2 = — 1. 
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donde ipi, ip2 son dos fermiones de Majorana en d = 3 (o sea fermiones de 2 compo- 
nentes reales)0. Por conveniencia de notacion acomodaremos estos dos fermiones en 
un fermion de Dirac E. 



Denotamos los generadores de Lorentz como en d = 4 y como A u en d = 3. 



i r 
4 



— e ijk ik 
2 



Entonces para la represent acion de Majorana ( |U.8|) - (|C.10|) tenemos 

S 3i 



A lj 
A 1 -? 



7 



l/o Y 
2\~Y o 



Propiedades de espinores de Majorana en d = 3 



En d = 3 tenemos propiedades analogas a ( |A.132| )-( |A.137| ) 



= 
A> = $A 
A7V = -^7 l A 



Propiedades de las matrices 7 



7 ot 


= 7° 


y't 


= -7 J U 


f t 


= 7°7 i 7° 




= i/ 2 




= g ij + ie ijk lk 







(J = l,2) 



'La definition del adjunto de Dirac en d = 3 es ( |A.8l[ ): -0 = "0 7 • 



(C.23) 
(C.24) 



(C.25) 
(C.26) 



(C.27) 
(C.28) 
(C.29) 



(C.30) 
(C.31) 
(C.32) 
(C.33) 
(C.34) 
(C.35) 
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Reduction del algebra supersimetrica N = 1 (d = 4) a N = 2 (d = 3) 



Teniendo en cuenta las relaciones ( C.22 ) denotamos las supercargas Majorana en d = 4 
como 

Q=($) ( c - 36 ) 

donde Q 1,2 son las supercargas Majorana en d — 3. Partiendo del algebra super- 
simetrica iV = 1 en d = 4 ec.( |3.20|) tenemos 

[n o\-( W 1 '^ 1 ) -ft 1 *® 2 } ) - _9 [ t lP A (r vn 
W*>W-[{qP t Qi} -{g 2 ,Q 2 } J" z [iP 3 -p ) ^- 6f ) 

donde ^ = 7*Pj. Obteniendose 

(C.38) 
(C.39) 
(C.40) 
(C.41) 

Multiplicando por C a derecha en las ecuaciones anteriores y utilizando la propiedad 
de que CQ 1,2T = Q 1 ' 2 obtenemos (comparar con ec.( |3.19| )) 



{Q 1 ^ 1 } = 


-2f 


{Q 2 ,Q 2 } = 


-2P 


{Q\Q 2 } = 


2iP 3 


{Q 2 ^ 1 } = 


-2iP 3 



{Qt Qb) = l^CUP^ - 2tC ab P 3 e AB (C.42) 
donde A, B = 1, 2. Definiendo un espinor de Dirac Q = \{Q l + iQ 2 ) tenemos 

{Q,Q} = -&-Z) (C.43) 

donde Z = P 3 . 
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